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Zadatak: Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (1)

*QOdrediti amplitudski i fazni spektar periodi¢nog signala f(t)
periode T, amplitude E I trajanja impulsa z, koji je na intervalu
jedne periode definisan slede¢im izrazom

0, ~T/2<t<—7/2

f(t)=+<E, —7/2<t<7/2

| 0, T/2<t<T/2

Periodi¢na povorka pravougaonih impulsa

A f (t)
" E "
\ T ‘ I >
~T—/2 =T T—1/2 —T/2 —1/2 2 T2 T-t2 T T+1/2 t
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Zadatak: Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (2)

*f(t) je periodi¢na funkcija, jer vazi f(t)=f(t+T)
* Perioda funkcije je T [s]
* Osnovna ucestanost je w,=27nt/T [rad/s]
* Osnovna frekvencija je f,=1/T [HZz]

T
*Funkcija f(t) se moZe predstaviti Fourierovim redom 1 T‘ f(t)dt < +o0
ako zadovoljava Dirichlet-ov uslov T

2

*Fourierov red za periodi¢nu funkciju f(t) = -
izrazen u kompleksnoj formi f(t)= D Fe"

N=—o0

* Kompleksni koeficijent Fourier-ovog reda f(t)

T/2

l — jnay
?.[ f (t)e "'dt, n=0,+142,....

-T2

F =

n
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Zadatak: Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (3)

| *F, - kompleksni spektar funkcije f(t)
F,=|F.|e" *|F | - amplitudski spektar
*@, - fazni spektar

Za slucaj kada je signal f(t) periodi¢na povorka pravougaonih impulsa,
kompleksni koeficijent Fourier-ovog reda dalje se moze predstaviti sa

T/2 /2

F =|F | =2 [ f(t)e . | Ee ™t
T -T/2 T -7/2
Fed L g
T (—jna,) ~7/2
- inwyz/2 A= nayt/2
Er Sln(na)or/Z) sin(nw,z/2) = ° _e
Fn = 2J
T  nwsr/2
Plektrotehnicki fakulier, Ratedra ca e  _‘_——"w
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sin(x)/x

Zadatak: Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (4)

Amplitudski spektar

Fazni spektar 6, =arg(F,) ={

el

F

n

Ez (sin(naw,z/2)

parna funkcija ucestanosti

T

N,z /2

0,sin(naw,z/2) >0

) neparna f-ja ucestanosti
+7,5in(New,7/2) <0

1:2

08k

06+

o
]
T

=
04F XK O0BF
k=
wn
02k i
A /\ /\ V..
N/ \/ \/ NF o |
i | \/\/\/\/\/\ l/\/\/\/vv
_04 1 1 1 1 1 1 D 1 1 L 1 1 1
=20 =5 -10 -5 0 a 10 15 20 =20 -15 -10 A 1] 3 10 15 20
b4
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Zadatak: Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (5)
nule anvelope

sin(wz/2)

. E
Anvelopa amplitudskog spektra - pomoéna a(a)) _Er 7
T

kontinualna funkcija za spektralnu analizu signala T

Nule anvelope amplitudskog spektra javljaju se na ucestanostima gde vazi
sin(ew,r/2)=0, w#0
wr/2=kr, k=%1%2,...
o, =2krz/r, k=11+2,...

.. . . . r 1
*Za vrednost faktora rezima (odnos trajanja impulsa i periode) = =—
nule anvelope Ce se nalaziti na slede¢im ucestanostima

a)k :z—ﬂk :2—72.1k :Z—Ep'k:a)op'k, k:il,iz,
T T 7 T
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Zadatak: Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (6)
komponente u spektru koje su jednake nuli

E Sin(nﬂ'/ 0) Vrednost svakog p-tog harmonika jednaka je 0
|Fn|: Fp: F_p :sz: F_Zp:...:O
p| nz/p
*Primer 1: r 1
*Qdnos trajanja impulsa i periode je ? = E
*Nule anvelope se nalaze na ucestanostima
27T 2 T 27
o =—"k="""k="22-k=2a,-k, k=11+2,...
T T T
*Svaka druga komponenta u spektru jednaka je nuli !
*Primer 2: r 1

*Qdnos trajanja impulsa i periode je ? - g
*Nule anvelope se nalaze na ucestanostima

a)k :2—7z-k :Z—ﬂlk :2—72-5°k:50)0°k, k:il,iz,
T Tt T

*Svaka peta komponenta u spektru jednaka je nuli !!!
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Zadatak: Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (7) -

|_orimer amBIitudskog i faznog sEektra

Perioda signala T=1ms
Osnovna frekvencija f,=1/T=1kHz —rastojanije izmedu spektralnih komponenata

Odnos trajanja impulsa i periode (faktor rezima) jednak 1/5, pa je svaka peta
komponenta u spektru jednaka je nuli (komponente na 5kHz, 10kHz, 15kHz, ...)

Amplitudski spektar signala |F |

0.2 £ 4
> | @
018 F 1N T R I )
016
= > ] 5L

0.14
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0.12 G f
i
=
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0
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|
o -1F

0.0 -

0.04 L
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Zadatak: Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (8) -

sEektar snage

Spektar snage
S (na))—|F|2—(E)2 sin(naw,z/2) 2_ E 2 sin(nz/ p) 2
SR W | Nw,7 /2 p nz/p

Srednja snaga signala f(t)

T/2 /2 2
Ps=lf fz(t)dtzlj ergt=g2 -5
T—T/2 T—r/2 T P

Parsevalova teorema:
Srednja snaga slozenog periodi¢nog signala jednaka je zbiru srednjih snaga

svih njegovih harmonika

T/2 o0 00
pszij £2(t)dt= Y |F[ =|F[ +23|F[
T—T/2 N=—00 n=1

Elek hnicki fakultet, Katedra 7 B B e
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Zadatak: Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (9) -

sEektar snage

Snaga signala f(t) koja se nalazi u prvinh N harmonika

2 2 . 2
P, = SR IR 23R <[ £] 23 £ (o))
n=—N n=1 n=1

p nz/p

Odnos snage signala f(t) koja se nalazi u prvih N harmonika i ukupne snage signala

E o E i sin(nz/ p) 2
i _(pj +2§£pj ( nz/p ) _1 1+2i(sin(nﬂ/p)j2
P

2
P
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Primer: periodi¢na povorka pravougaonih impulsa, faktor rezima 1/2

F |- E |sin(nz/2)
Y2 nx/2
Elsin(z/2)] E
—E F — F = =
‘Fo‘_z | 1| | —1| 2 72_/2 jn
Rl =|F,|=0 Fl=|Faf= E|sin(37/2)] _ E
) 372'/2 37
E|sin(57/2)] E
|F4|:|F—4|:O |F|_| —5|_ 57/2 oo
T/2 2
Srednja snaga signala f(t) P _l dt_ = v _ E
T 0 T

Snaga signala f(t) koja se nalazi u prvih N harmonika

= S RF 2B () {1 23 (el

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za
telekomunikacije, Beograd



Primer: periodiéna poverka pravougaonih impulsa, faktor rezima 1/2

Snaga signala f(t) koja se nalazi u nultom (jednosmerna komponenta) i prvom harmoniku

2 2 , (EY sin(rz/2) : 1Y 1Y’
= = — —_\=7 —F?|| = - _ 2
B, =[Ff +[F| +|R] —(Zj 1+2( 72 j E sz +2(7,” 0.4526E

Odnos snage signala u nultom i prvom harmoniku i srednje snage signala (P, =E?/2) iznosi

P, 0.4526E?
P, 05E’

Kada je faktor rezima jednak %2, drugi harmonik je jednak nuli, pa je snaga signala f(t) koja se
nalazi u nultom i prva dva harmonika takode

P, =|\%Q+IF1IZ +[R[ +[F[ +|\F>J: =|F.[ +|F[ +|F[ = 0.4526E°

0 0
Odnos snage signala u nultom i prvom harmoniku i srednje snage signala (P, =E?/2) iznosi

P 2
2 _ 0.4526F =0.9053=90.53%

P,  05E’

=0.9053 =90.53%

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za " —— B
telekomunikacije, Beograd



Primer: periodi¢na povorka pravougaonih impulsa, faktor rezima 1/2
I D
Snaga signala f(t) koja se nalazi u prva tri harmonika jednaka je snazi koja se nalazi u prva
Cetiri harmonika (svi parni harmonici jednaki su nuli, pa je i Cetvrti harmonik jednak nuli!)

. (EY sin(z/2)) . (sin@2z/2)) (sin(37/2)) (sin(dz/2)) |
Pm—Pm‘(zj[“z[ 72 j+2[ 27/2 ]+2[ 37/2 ]+2[ 47/2 ]]_

(5] o3 () o

Odnos snage signala u prva tri (odnosno prva Cetiri harmonika) i srednje snage signala iznosi

R, P, 0.4752E°

= h ~—0.9503 = 95.3%
P, P, 05E

Snaga signala f(t) koja se nalazi u prvih pet (Sest) harmonika jednaka je
2 : 2 . 2 : 2
P _p - (Ej 149 sin(z/2) 9 sin(37/2) o sin(57/2) | | _
5% 2 7/2 372 br/2

2 2 2 P P 2
= E? (Ej + 2(% + 2(ij =0.4833E* = = =% = 0'48335 = 0.9665 = 96.65%
2 7 57 P, P, 05E

S

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za
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Primer: periodiéna poverka pravougaonih impulsa, faktor rezima 1/2

“remenski oblik signala f(t)

Amplitudski spektar signala fit)

T T T T T T T T 05 i . i I i i
1 RN | —# amplitudski spektar
0.45 anvelopa i
0.4 b
08r B
0.35 b
* |
03r B
0G| . .
= w® 025+ =
0.2 A
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0.15 b
0.1 q
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0.05 B
e+ 4
0 =20 -15 -10 4 1] ] 10 15 20
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Primer: periodi¢na povorka pravougaonih impulsa, faktor rezima 1/4

F| = E |sin(nz/4)
" 4] nz/4
E Elsin(z/4)| E+2
|F°| A | 1| | _1| 4| n/4 T 2
Elsin2z/4)| E ElsinBz/4)| E 2
Fl=| _2|_ 27/4 | 2« |F3|:|F‘3|: 4] 3 -
/4 3r 2
E|sin(47/4) E|sin(57/4 E 2
Fl-Fl-S 0 |R|r, - ST
4r/4 5z/4 | 5z 2
T/2 . E2
Srednja snaga signala f(t) :_J' 2_ T

—T/2
Snaga signala f(t) koja se nalazi u prvih N harmonika

A s T ] {1 zz[s'”rf;;j‘”j |

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za
telekomunikacije, Beograd



Primer: periodi¢na povorka pravougaonih impulsa, faktor rezima 1/4

[ T
Vremenski oblik signala fit) Amplitudski spektar signala fit)
' ' ' ' ' ' ' 0.25 T T T T T T
- - - - - - - - | —# amplitudski spektar
T arwelopa
0.2r
ost J
+4 3
01ar
0E| g
= T
L
041 g 01r
nar 7 n.ost
0
0 1 2 3 4 5 [5 7 F] 9 10 0 Y i § 1 i ¢ Y
1l -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Redni broj harmonika, n
Spektar snage signala fit)
0.a7 T T T T T T T Odnos shage sadrzane u prvih n harmonika i ukupne snage signala fit)
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Primer: periodi¢na poverka pravougaonih impulsa, faktor rezima 1/8

*Dat je periodican signal Cija je perioda T=2ms a trajanje impulsa t=250ps.
a) Odrediti faktor rezima
D) Odrediti osnovnu frekvenciju signala
C) Amplitudski spektar i spektar snage signala
d) Koliki procenat srednje snage signala se nalazi na u€estanostima nizim od 1.8kHz
e) U koliko prvih N harmonika je sadrzano vise od 50% snage signala f(t)

.. r 250us 1
a) Faktor rezima — = =

2ms 8l 1

b) Osnovna frekvencijasignala '~ T ~ oms 0.5kHz
Rastojanje izmedu spektralnih komponenti jednako je osnovnoj ucestanosti signala,

odnosno jednako je 0.5kHz=500Hz

c) Amplitudski spektar signala Spektar snage
. . 2
E |sin(nz/8) > E?|sin(nz/8)
Fl=% Su(nay) =R =2
8| nx/8 8°| nx/8
Elektrotehnicki fakultet, Katedra za " mm—m— S
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Primer: periodi¢na poverka pravougaonih impulsa, faktor rezima 1/8

—

N
m

N

Srednja snaga signala f(t) P ——
=
T

-T/2

d) Na ucestanostima nizim od 1.8kHz nalaze se jednosmerna komponenta i prva tri harmonika
u spektru signala (na f,=0.5kHz, 2f,=1kHz, 3f,=1.5kHz)

P = (EJZ {1+ 2(—3"1(7’/ 8 T + 2[—5"‘(27’/ 8) T + 2(—“”(3”/ 8 ﬂ — 0.0899E2 =
g /8 27/8 37/8

2
P _ 0.0899E2 71929
P, 0.125E

€) U jednosmernoj komponenti i u prvom harmoniku (f,=0.5kHz) sadrzano je 36.24%
srednje snage signala f(t)

2 . 2 2
P =(§j {1+ z(M] }: 0.0453g2 = 1 _ 00493E" _ 56 5404

/8 P,  0.125E°

EY sin(z/8) ) .(sin(2z/8)) P, 0.0706E?
F’h2=(—j 1+2| 2220 4o 4 =0.0706E2 = =~ _ 56,50
8 /8 27/8 P, 0.125E

U jednosmernoj komponenti i u prva dva harmonika (na f,=0.5kHz, 2f,=1kHz) sadrZano je
viSe od 50% srednje snage signala f(t)

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za " —— B
telekomunikacije, Beograd



Primer: periodi¢na poverka pravougaonih impulsa, faktor rezima 1/8

I e
Wremenski oblik signala fit) Amplitudski spektar signala fit)
' ' ' ' ' ' ' 0.14 T T T T T T T
Al _ _ _ _ _ _ _ i _ Il —# amplitudski spektar
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0.06 L d 4
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e 1 002} 1
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Zadatak: Spektralna analiza usamljenog pravougaonog impulsa (1)

*Qdrediti spektralnu gustinu amplituda i faza signala f(t) datog sa

0, o<t <—7/2 )
f(t)=<E, -r/2<t<+r/2 -
0, +7/2<t <400

v

—1/2 1/2 t

Fourier-ova transformacija usamljenog pravougaonog impulsa f(t)

+o0 +7/2
Fio)=|F(jo)e" = [ f(t)edt= [ E e dt=
s —7/2  cos(wt)-jsin(wt) sin (0)2_/2)
+7/2 . +7/2 +7/2 F ( JC()) =Er——=
= [E ¢ dt=E | cos(at)dt-jE f.sin(at)dt= @r/2
——
—7/2  cos(wt)-jsin(wt) -7/2 -7/2 0
+7/2 +7/2 I 2 I 2
=E _[ cos(wt)dt = 2E _[ cos(a)t)dt:ZEsm(wT/ )=Ersm(an/ )
) ® wt/2

-7/2

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za — ———— B
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Zadatak: Spektralna analiza usamljenog pravougaonog impulsa (2)

1

*Spektralna gustina amplituda .|
: sin(wt/2 i
|F(ja))|= Er ( / ) Sos)
6()2'/2 Lopaf
parna funkcija ucestanosti
*Spektralna gustina faza 4

O,SII’](COT/Z) 2 O 5| =0.5ms
6, =arg(F,) = . |

+7,5in(w7/2) <0 R
neparna funkcija ucéestanosti ki
- 6 4 zf[kID-|z]2 ‘ ’ "
Elektrotehnicki fakultet, Katedra za N — —

telekomunikacije, Beograd



Zadatak: Spektralna analiza usamljenog pravougaonog impulsa (3) —

razne vrednosti traiania imEuIsa T

=1ms =2ms
08 — 08
07 o 07
,-H\DE* ?DE*
2 E{i
=05 — 05
5 3
= =
Lol L oos
03 0.3

:
]
\
!

0 : ] 6 4 2 0 2 4 g 8
8 ] -4 2 i 2 4 B F]
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1
09tk 1
6 =1s
=1
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— 0E _—
iy Wl o}
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S 3
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o4k
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-8 £ -4 -2 0 2 4 B 8 i} I L L L 1 1 |
fkHz] g & - 2 [ 2 1 3 g
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Zadatak: Spektralna analiza usamljenog pravougaonog impulsa (4) -
graniéni sluc¢ajevi

*Dirakov impuls 5() ha(io)

10, Er=1, &(t)=limf (1)

7—0
+00

A(ja))z j 5(t)eijwtdt=1 > >

t ®

—00

+00

5(t)=% A(jo)e dw= i Il-e”“"da):i [ cos(at)do+ ji [ sin(at)do= i [ cos(at)do

*Funkcija konstante .
t F (o)
E 0

27E povrsina
impulsa

v

»
»

f(t)=E t ©
F(jo)= j Ee dt = jEcos(a)t)da)—jjEsin(a)t)da): chos(a)t)da)
F(jo)=27E5(w)

Elektrotehnicki fululien, Katedra co - -
telekomunikacije, Beograd
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