2. Rezonancije:
Zadatak 1

Mreza na slici 1. ima poznate parametre L, C, m=2.

a) odrediti ulaznu impedansu mreze Z(s) = Z( jw);

b) naéi polove ulazne funkcije mreze;

¢) ako je mreza u ustaljenom prostoperiodicnom

rezimu, odrediti  ucestanosti

antirezonancije;

d) nacrtati grafik reaktanse X (w), ako vazi uslov iz ¢)

a) radi
preslikati u ekvivalentnu mrezu:

Cc¢Cc¢C
L L

L(8)=Lc+ v Le=—
Y4t <
1
Lo+
1
Yo+
Zc
2 2~2 4
2(s)= 1+4LCs J;3LZCZ§4 :
sC(1+3LCs" +L°C"s")
b)
1
§p1 > a)O

Sy, =—]jo, 5 Sp3 jo, T

. [34+5 . [3+4455
§p4 =—]a, P ’ §p5 = ], 2
Zadatak 2

Mreza na slici 2 sadrzi linearan transformator poznatih parametara
L, = L, = Ls=L, k=%, i kondenzator kapacitivnosti C. Odrediti:

rezonancije

polovi

a) Kompleksnu ulaznu impedansu mreze.

b) Rezonantne i antirezonantne ucestanosti mreze
Grafik ulazne reaktanse mreZe u funkciji kruZzne ucestanosti.

ReSenje:
6+2LCs’
a) Z,=Ls 5> = X(w);
) Zu=Ls 1+LCs’ (@)
b) S0=0, S,=%] \/g =ij\/§a)0;

lakSeg reSavanja mrezu mozemo

>

O_”_(_“_>m:1
C C lee
L

—
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Slika 1
w,, =0,
. y 3-45
antirezonancije =< @,, = @,4|——, ¢
3+4/5
,; = O
C) a3 0
@y
@ = ﬁ
rezonancije =3 @,, = @,
a)r2 =®©
d)
40
20

-20

0.5

1.5

Izgled funkcije normirane na @, po X osi,

Slika 2
c) X(w)= LWL'—C“”;
1-LCw’
w, =0, o = ixﬁa)‘)
0w, =0, O =+0, @ =-0
| .
§a1,2=ij —ija)o;
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Izgled funkcije normirane na @), po X osi.

Zadatak 3
U kolu poznatih parametara R, r=R 1 C,,

slika 3, deluje prostoperiodiCan generator

struje i, = V21 coswt. Rezim je ustaljen. R 7
Odrediti: -
a) Kompleksan napon na krajevima +
generatora.
b) Vrednost kapacitivnosti C, pri kojoj u U C
kolu nastaje fazna antirezonancija. ?J 1
¢) Efektivnu vrednost napona u(t) pri g
ispunjenom uslovu pod b).
Numericke vrednosti (zameniti u krajnjem Slika 3
rezultatu): R=10kQ, C, =10nF, | =1mA,
w=10"rad/s.
Resenje:
a) U=2Z,1;
Xul = C-:‘ul + jBuI;
3 1 e C,

" R+RCw?T Y ' 14+RC0

b) Uslov fazne rezonancije je: B, =0, =C, = % =5nF;
1+RCo

o U =2RI =20V.



3. Ustaljen sloZenoperiodi¢an rezim:

Zadatak 1
U kolu na slici 1 poznati su parametri G i @, kao i struja +
generatora: i, = | ® cos3amt . Glu
a) Odrediti parametre L i C tako da osnovni harmonik <T> i é L

napona otpornika ne zavisi od G, i da amplituda treceg !
harmonika struje u otporniku iznosi 90% tre¢eg c
harmonika struje izvora . T
b) Izracunati trenutnu vrednost napona otpornika G u

cosawt + |

ustaljenom rezimu, kao i snagu deformacije Slika 1
kondenzatora, ako su ispunjeni uslovi pod a).
Resenje:
: (k)
U® — kL1,
a) za k-ti harmonik se dobije 2~ _ T iz uslova zadatka da prvi harmonik ne
1+ jG(koL ——-)
kaC
1
zavisi od G dobije se da je @wL v 0, dok za tre¢i harmonik vazi uslov
10,
30LGIY 2G |
: =0,91, i dobijemo daje C="—, L=——.
2 1 2 (4 2Gw
1+G°Bowl——-)
30C
L0 .
9 il )
b) 1z prethodnog je: U= —26 _dakle je: u®= ELL TN u(t) = I—cos(a)t + 25,
Lo 1 2G 2G 2
1+ j=(k—-)
2 k
3 I ) I ) jarc 3 I 3 3
u® = 12y 2 =0,9-4 "™ = u® 20,9~ cos(3wt +arctg D),
26(1+ ) G 4

u®) =u® @) +u ).
Snaga deformacije kondenzatora je:

1 1
D, =3 U1 -Ug1| =2

c 'C c 'C
oC 3wC 3wC ’
(1
M _qm_ g (3 _ 13 _ 3)
I =1g —7, I’ =g —O,9Ig ,

1 | DG _ 1 | 1D = 1 | DG
c 'C

(OFEE)
EF

©40G




Zadatak 3 R +
Parametri r, C i R=4r/3, kola sa slike 3, su poznati. Odrediti: <
a) Ulaznu impedansu mreze vezane za krajeve +
o, () v

generatora , Zy(S)=Ug/l1.
b) Trenutnu vrednost napona u(t) ako je _—C

Ug(H)=Ugcosant+UyPcos3 ant, sa a=1/(3RC).
c) Sve snage generatora.

ReSiti 3 zadatak sami!
Zadatak 4 C

L |
Parametri kola sa slike 4 su poznati, C;=C,=C, R=\/g , "

2]
]
+
1 .. . . Ug () L g R
u,()=U+ J2u cos( t) . Rezim rada je ustaljen.
)

JLC

a) Odrediti trenutnu vrednost struje generatora i(t).
b) Kolika je srednja snaga otpornika? Slika 4

ReSenje:

a) ;EL:/ = Ra 1223 =0, = I(t) = \/EUECOS(CUt), R = \/%’ @ = ;

2
b) Pg = ——, PoSto su L i C elementi bez gubitaka.
Zadatak 5 +
Ako je u kolu sa slike 5 uspostavljen ustaljen sloze-
noperiodi¢ni rezim, gde je struja strujnog generatora u 1

oblika ig (t) = IO + Il cosak, odrediti trenu- | § t
, (1)

tnu vrednost struje i(t) u otporniku provodnosti G.

Slika 5
Resenje: Analizom kola dobijemo sistem jednacina:
U,=2U,, I,=-21,, KE
ll+12+l:lg’ 13_12_120, KZS
i1 1, 1
U=—+—U+1,)===+U,+=— KZN +KE
G sC sC sC
sCl .
2451=31,, s=jo
G
ST
U ustaljenom sloZenoperiodi¢énom rezimu struja k-tog harmonika je: |_( ) = T ke’ (k=0]).
54—
G
Il
N1 jrcte ~ 3 31 c
. | — jarctg— . 19}
gdeje l(go) =1, l(gl) 271231(0) =%|O, |_(1) ZLG e ; pajei(t) :g lo+ 1 cos(a)’[—arctgg).

2 2 2.2
25+ € 25472
G G2



4. Laplasova transformacija:

Zadatak 1 1 (2)
Parametri kola sa slike 1 su poznati i vazi da je L=R’C, w=R/L, o—
. e . . . . .. M
U, () =U, sin(wt). Prekida¢ je u polozaju (1) i kolo je u ustaljenom rezimu ra- R .
da. U trenutku t;, kada je struja kalema maksimalna, prekida¢ se prebacuje u po- i, (1) ()‘; ® —c lu
lozaj (2). Analizom u kompleksnom domenu Laplasove transformacije odrediti: L ’
a) napon na kondenzatoru U(t) za t >0,
b) rad koji se ulaze u otpornik u intervalu (t;,0). 1 L 4
slika 1
Resenje:
U, a5 U U, 1 U, 7 U,

U (s)=—2€ 2] =—"2==9___--n¢ 4, t wt— t,

Us (s) J2 ~ R+joL R 1+j 2R WO= R h()= \/—R
r=t-t, H(§) =Rl +U,, U, =sLl —LI,, I, =-sCU+CU,.

=0
U(s)= -Ll, _ 1 _—lo @,
=~ \= 2 2 2 s
I+RCs+(RC)'s” C @, 8 | 1 = Cao(sta)+of
RC " (RC)
1 | galt) 1 V3
u(t) = e sin| @ (t-t)) [,t>t,, a= L0, = .
© Co, [a(t-t)]t>t 2RC’ 2RC
b) Ukupna energij a kola se tokom vremena tro$i na otporniku, a ona je jednaka energiji kalema u pocetnom trenutku, pa vazi:
U, >

a(t,,t) = |_|2 R’C—% =-CU;

(6.0 = SRCr=7CUn

Zadatak 2 —

U kolu poznatih parametara R, =R, =2R,
C,=2C,R;=R,=R;=R, C, =C, =C, slika
2, odrediti:

a) funkciju mreze M(s) =V (s)/U 4 (s).

b) impulsni odziv (Grinovu funkciju) potencijala
¢vora 5.

slika 2
Resenje: Resicemo kolo pomocu MNA 1
V,-V V.V ) M@O)=-—7F57
2: 2SOV, +22 = =0,  V,=U; 4R°C’s
2R 2R
V,-V t
3: $+§C(\L3 -V,)=0, V,=V,=0; b) g(t)=—mh(t)

41 SO(V, V)2 5O (V, -V ) =0,

Zadatak 3

Parametri kola sa slike 3 su poznati. Kapacitivnosti kondezatorasu C, R, =R, =R, =R, R, =2R. Odrediti:

a) funkciju mreze T(8) =U,(8)/U 4 (8),

b) njene nule i polove,
¢) grani¢nu vrednost napona u,(t), kada t — oo, ako je impulsna ekscitacija u, (t) = ®5(t), i



d) Efektivnu vrednost napona u, (t) u ustaljenom reZimu, ako je eksitacija u_(t)=U +U sin(ﬁ) +U cos(é) .

Slika 3
Resenje:
(sRC)’ +1 P )
a) T(s)= ; b) S e =IO 10000 = —@ps By = ——-
T(s) 3[(§RC)2+2§RC+1] S12nul 105 S5 0> %= re
. . 2 2 2 U 11
9 limu, (1) = limsU,(5) = 0. B U, = U +U +UP -3

Zadatak 4 Parametri kola sa slike 4 su poznati: u,(t)=E,L, =4L,L, =L,R =4R,R, =R. Rezim rada

kola je ustaljeni k = % U trenutku ty prekida¢ P se prebacuje u polozaj (2). Odrediti:

a) Prirodne pocetne uslove u trenutku ty’,
b) Trenutnu vrednost napona otpornika Ry, za t >t, analizom u kompleksnom domenu Laplasove

transformacije,
c) Kolika je grani¢na vrednost ovog napona posle beskonacno dugog vremena, ispitati da li je komutacija
regularna.
mpP R
+
+ LN J
(o]
W@ %—Lj—j R, | U,
B Slika 4 B
Resenje:

. : - . . - E .
a) Posto se kalemovi ponaSajukao kratak spoj u jednosmernom rezimu dobijemo. I, (t, ) = R L(t,)=0.

b) Posle prebacivanja prekidaca u polozaj 2 sedobije slede¢e kolo:

Rl
—A\ /\ /\ } +
Ll % R2 uz




Akouvedemo daje r=t—t,i,(07)=1,= E, 1,(07)=1,, =0. Sada postavimo sistem jednacina:

ulleDil+Ll2Di2’ U, Rlll’—)U =sb I, —Ll,+sb,l, -1, 15, U, =-R1;;

U2=L12Di1+L2Di2, R2|2’—>Q2:§|-12 1 L12|10+§L212_L2 20 > Qz_ Rzlza
2
_4RL'10 —4Ral R, i >
u,= == 0 a=—; 3s"+8as+4a’=0=s5 =--a,s =-2a;
2 oR R 3s” +8as+4a L 3
38" +8—-s+4| —
L L
U~ Kk ko kK
2

= (s-s) (s-s,) (§§ (S+2a).

—4Ral 2 —4Ral
k —hm|:U (S) S—5§, :| hm{ Ao J(s+3 J} hmz,(Tazl;)_—Rho;

[ Y Y 33 + 835 +4a’ 58,

: : —4Ral . —4Ral
k, zllm[L—J2(§)(§_§2)lelm{ 5 1 Bag e 4T j(§+2a)}—hm—( 2”)) =Rl
$—8; S, S8 3 +~a

2a(t—t,)

u,(t) = [—lee_3 Y lee‘za(“‘“} h(t).

Zadatak 5 U kolu poznatih parametara L,C,R >0,y = %, deluje konstantan generator napona U (t) =U.

Prekidac P je zatvoren i u kolu je ustaljen rezim. U trenutku t =0 prekidac se otvara.
a) Odrediti prirodne pocetne uslove u trenutku t=0",
b) Odrediti kompleksan napon U . (S) u domenu Laplasove transformacije,

c) Primenom inverzne Laplasove transformacije odrediti U, (t), ako je R = \/g

YUc
4_
R tz0 R
' +
+ ug
L C— |U R
~ Slika5
Resenje: a) jednosmerni rezim
e
<_

0>

[
-I>|C

R R + Uc(07) =
Ao AN

" F? 0=
i

:U|C
[




b) posle otvaranja prekidaca

YU

Rlc +Qc _QL =0

4 R We=1+1¢ RCU, +LCU,s-LlI,
Llczgl-I_L_LIO §2_|_ 7 S+——
L C— U R 1. =sCU. -CU, LC LC
iL
B N
7 R > C b /_LC RC )
U. - U 0] ) w _ . >0
Ue =7~ §2 g +Z~ _2 g = U (t) ——[cos(a)t)—sm(a)t)],t > 0.
R2 @ C2
. ) ) ) e AN ||
Zadatak 5 Dato je kolo sa idealnim naponskim pojacavacem [
pojacanja k. Odrediti:
a) Kompleksni napon izlaza U,(S)u domenu Laplasove @
transformacije, K o+
b) Sopstvene ucestanosti napona U ,(S), S, 1 odziv u,(t), ako + @
su parameri R =R, =R, C,=C,=C, i ako pojacanje k R IC .U U;
1°~0
redom uzima vrednosti kK =0.5,1,2,3,4,5.

Slika 5
S=0+ o, Za R =R,=R, C,=C, =C dobijemo:
1: !—+§C1!1_C1Uo+ﬁ:0a Vi=kVy U, = EUO(§+COO) ,a=(3_k)wo;
R, R, s +2a§+a)§ 2
2 %+§C2(\Lz_\i3):0’ V,=U; §',2:_ai\1a2_wg
2
kU0(§+ ! J
U= =R
2 1 1 1-k 1
S”+ + + +
N C,R, CR CR,) CRC,R,
Zak=0.5:
a :?wo; s, =-0.5w,, s, ="20,;
K k

— 1 2

(§—§1)+(§—§2);

k =lim[U:(®)(s-5))]=

S5

k =1im[Y; () (s-s,)]=

S8,

u

—~0.
6 (el U i (S) _ ﬁ(e—O.Swot +2e72w0t)h(t).
Y. 6

3 5



Za k=1:
a=0y; S,=—0;

-k K

T8 (ses)

k, =llm[Q.(§)%(§—§1)2} =U,;

S5

k, =1lim[ U (s-s.) | =0

S8,

—L U, (5) =U,eh(t).

Zak=2:
a=05aw,; s,,=-0.50,* j73a)0;
kU (s+a@,) kU (s+a@,) kU (s+a) _kUO(a)O—a)
' s+2as+a;, (sta)+@d (sta)+@ (sta) +@f
—Z 5U (s)=2U,e ™ {cos(wlt)+%sin(a)lt)} h(t).
Za k=3:
a=0; s, ==%ja;
U, = kugz(i;ga)o) = ,Qi(§)=3U0[cos(a)ot)Jrsin(a)Ot)]h(t).
Za kK=4:
a=-0.5m,; §1,2=a)0ij§a)0;
B kU, (s+a,) B kU, (s+a,) B kU, (s+a) _kUO(a)O—a)
s H2as+e;, (s+a)+@d (sta)+@ (sta) +@f
— 75U (s)=4U e [cos(a)lt) 3 sin(a)lt)] h(t).
Zak=5:
o =—0; S, =0
U = ! + K =

—(sm8) (s-s)

: d
k :hm{ui@)a@—gl)z} =5U,;

—L5U(9)=5U, [ e + 20t |h(D).
. 2
k, = llm[ui(§)(§_§2) J =5U,@,;
Zadatak 6 Parametri kola na slici 6 su poznati i iznose
R=R,=R;=R>0,i,(t)= le®h(t),a>0,1 >0, i vazi R
2

daje L =§. Odrediti: VWV
a) Kompleksan napon U(S)u domenu Laplasove ig R, u(t)
transformacije,
b) Odziv napona u(t),
¢) Trenutak vremena kad napon u(t) ima minimalnu —
vrednost i vrednost tog minimuma,
Slika 6

Ispitati da li se promenom induktivnosti kalema mnoze
ostvariti idealna antirezonancija



Resenje: Prvo nademo impedansu koju vidi generator, u kompleksnom domenu, jer nemamo pocetnu

energiju:

~ R(2R+sL) _ __2RI(a+2s)
U =201 = 5, Ry le € La©= a_(g) Sra(asis)’
U, = al + K, s =-a s, =2,
To(sms) (sms)T T 7T 47

K, :lim[lli(§)(§—§1)] =2IR

S8,

K, =lim[Y:(®)(s-5,)]=-

§—8,

o o ¢ =4—a1 8_2m8 uty-—Ir2.
dt 3 a3 2048

" 5U,(s)=IR [e_%4at - 2ea‘J h(t).

Ako je §=—%=—a, moze do¢i do idealne antirezonancije, jer je ravan o+ jw pa je pobuda

pseudoperiodicna, iako je u antirezonanciji, amplituda napona ipak opada kao eksponencijalna funkcija.

Zadatak 7 Kolo na slici 7 ima poznate parametre

R,R,,R;. Pojacanje  naponskog  generatora
kontrolisanog naponom je A(S)= ﬁ, gde su R
p+s @
a=0,p>0,1 p,aeR, s=0+ jo. N
a) Odrediti transmitansu napona M (S) = VL) , <> u
Uy (s ’
b) Odrediti trenutnu vrednost napona V,(t) pomocu

R2
AVAYA e
@ T @
+
3 +
U A(s)U R,

Laplasove transformacije,
¢) Naci vezu parametara tako da odziv bude konacan
zat— oo,

d) Kolika je transmitansa M (s) kada |a| —> 00,

Resenje: Ako nacrtamo Bode-ov dijagram pojacanja A(S),

MNA:
2 \izF;\il +\L2F;\Lz :0, " R2 .
Vol v [THETTRIR GaReR
Y —Xg Y3 = MYy T RI+R2
M(s)=—F—.
st+a
U,0=2, v,0=MeU, =Lk Kk
S S+asS S+a S
k =_U_k, k =U_k

o

V,(t) = lka (1-e™)he).

. o y e . R
Da bi odziv bio konac¢an treba biti ispunjeno a <1+—=.
1

lim M(s)=—= R,

ER® R’

Slika 7

lA®)|

20loga

logw




