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Pitanje 1i 2.

Pojam elektricnog kola i mreze. Modelovanje kola.

Elektricno kolo predstavlja skup povezanih elektri¢nih elemenata koji nema nikakvu vezu sa okolinom
(autonomni sistem). Ako su elementi tako povezani da se ne moZe formirati zatvoren put duz
elemenata, takva konfiguracija predstavlja elektricnu mrezu u uZzem smislu. U takvoj konfiguraciji se ne
mozZe uspostaviti struja u elementima osim ako na neki nacin ne povezemo krajeve. U Sirem smislu
elektricna mreza predstavlja skup elektricnih elemenata koji su tako povezani da obrazuju zatvorene
puteve duZ njih, ali postoje i izvuceni krajevi preko kojih se mozZe izvrsiti povezivanje sa drugim
elementima ili mrezama.

Razlika izmedu elektricne mreze i elektriénog kola je u tome Sto elektricna mreza ima pristupe, za razliku
od elektricnog kola koje predstavlja autonomni skup elemenata. Strogo govoredi, elektricno kolo se
nikada ne moZe formirati jer interakcija sa okolinom uvek postoji, ali se taj uticaj moze naciniti
zanemarljivo malim u odnosu na pojave koje se deSavaju unutar samog kola. Umesto toga se formira
model kojim se aproksimira ponasanje tog sistema. Osnovni razlog za formiranje modela je taj da je
fizicki sistem obi¢no veoma slozen i neprakti¢an za analizu. U vedini slucajeva je slozenost sistema
izazvana raznim nedominantnim faktorima. Prvenstveni cilj modelovanja jeste da se zadrZe samo
osnovni faktori koji opisuju, sa zadovoljavaju¢om tacnoséu, sustinu pojava u sistemu.

Pitanje 3.

Elementi elektricnih kola. Podela elemenata.

Element elektricnog kola jeste osnovni deo kola koji vrsi odredenu funkciju. On moze biti prost (iz jednog
sastavnog dela) ili sloZen (iz viSe sastavnih delova) ali takav da se ne moze razloZziti a da pri tom ne izgubi
svoju osnovnu funkciju. Element ima izvucene krajeve (prikljucke) preko kojih se vezuje za druge
elemente u kolu. Krajevi elemenata se nazivaju i cvorovima.

Svaki od krajeva elementa se nalazi na odredenom potencijalu (V;, V5).
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Napon izmedu krajeva elementa (potencijalna razlika krajeva) jeste napon elementa:

_da

Uiy = V- Vyp = —
12 1 2= 4t
Struja elementa predstavlja brzinu proticanja naelektrisanja kroz njegove priklju¢ne krajeve:

. _dq
i1 = —
12 =57
Usaglaseni smerovi: smer struje je od tacke viseg potencijala ka tacki niZzeg potencijala.

Klasifikacija se moZe vrsiti na razne nacine. Na osnovu broja priklju¢aka, odnosno na osnovu broja
pristupa, elementi mogu biti sa dva kraja (jedan pristup), sa tri kraja (najvise dva nezavisna pristupa) itd.

Na osnovu dominantnih fizickih procesa koji se odvijaju u elementu oni mogu biti:

1) Rezistivni elementi
Opisani su algebarskim vezama napona u; i struja i; na pristupima. Za element sa jednim
pristupom karakteristika je oblika:
F(u,i,t) =0

Ako karakteristika ne zavisi od vremena imamo:
F(u,i)=0

Rezistivni elementi nemaju sposobnost akumulisanja energije. Zovu se jo$ i nedinamicki
elementi ili elementi bez memorije.

2) Induktivni elementi
Opisani su algebarskim vezama izmedu struja i; i magnetskih flukseva @;. Za element sa jednim

pristupom karakteristika je oblika
F(®,i,t) =0
Kako je
© do
u(t) = —
dt
to je napon na pristupu induktivhog elementa odreden izvodom struje pristupa po vremenu.
Ako karakteristika ne zavisi od vremena imamo:
F(®,i) =0

Induktivni elementi su dinamicki elementi (elementi sa memorijom) jer imaju sposobnost
akumulisanja magnetne energije i stvaranja magnetnog polja.
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3) Kapacitivni elementi
Opisani su algebarskim vezama izmedu napona u; i koli¢ina naelektrisanja q,. Za element sa
jednim pristupom relacija je
F(q,u,t) =0
Kako je i = %, to znaci da ce struja kapacitivhog elementa zavisiti od izvoda napona elementa

PO vremenu.

Kapacitivni elementi su dinamicki elementi (elementi sa memorijom) jer imaju sposobnost
akumulisanja elektri¢ne energije i stvaranja elektri¢nog polja.

Karakteristika elementa moZe biti promenljiva sa vremenom. Takvi elementi se zovu vremenski
promenljivi. U suprotnom oni su vremenski nepromenljivi.

Algebarske relacije koje opisuju element mogu biti linearne funkcije ili ne, na osnovu ¢ega vrSimo podelu
elemenata na linearne i nelinearne.

Podela elemenata moZze se vrsiti i na osnovu pasivnosti, reciproénostii sl.

Pitanje 4.
Ulazna snaga elementa. Opsti uslov pasivnosti.

Snaga predstavlja brzinu promene energije elementa.

Trenutna ulazna snaga (definiSe se za usaglasene referentne smerove), jednaka je proizvodu napona i
struje na pristupu elementa

a za element sa n pristupa
n
P=2Pf » P =W
=1

Trenutna izlazna snaga definiSe se za neusaglasene referentne smerove.

Za element sa jednim pristupom:

Pule = U12l12

Pizg = U12l21 = —Puik
Puie + Pize =0
— 4 — r — —
Pun = Uizl = Ujp(—i1) = =Py = Pize

PulE + Puin = 0
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Ulazna snaga elementa se definiSe preko energije koju ostatak kola ulozi u element.
Izlazna snaga se definiSe preko energije koju element preda ostatku kola.

Ako je trenutna ulazna snaga elementa pozitivna tada element prima energiju od ostatka kola, a kada je
trenutna ulazna snaga elementa negativna element predaje energiju ostatku kola.

Ako je trenutna ulazna snaga elementa uvek jednaka nuli, tada je element bez gubitaka.

Energija (rad) koja se spolja ulaze u element od trenutka t;, do trenutka t > t, predstavlja sumu
elementarnih radova u tom intervalu

t t
m@=fMﬂM=W@—W%Hme0

to

a(ty, t) = j

to
gde je a,, mehanicki rad.
Ako se do trenutka t, sva uloZena energija akumulisala (a,,(—, t,) = 0) tada akumulisanu energiju u
trenutku t, odredujemo kao
to
Wty) = a(-e0,t0) = | p(@)d(®
pri ¢emu se podrazumeva da je W (—o0) = 0.

Pasivnost elementa se odreduje na osnovu uloZenog rada i akumulisane energije u elementu.

Element je pasivan ako je za bilo koji trenutak t, i ¢ > t; suma akumulirane energije i uloZenog rada

nenegativna
W(ty) + a(ty, t) =0

Ako se sav uloZeni rad akumulise u vidu neke druge energije (magnetske ili elektri¢ne), tada je uslov
pasivnosti
w() =0

a(ty,t 1
p_alto) _

t
— dr,T=t—t
t—t, Tfp(r) v 0

to
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Pitanje 5.
Rezistivni elementi sa jednim pristupom.

Pod rezistivhim elementom sa jednim pristupom podrazumeva se idealizovan (Cist) element koji je
opisan samo algebarskom relacijom izmedu napona i struje na pristupu. Ta relacija naziva se
karakteristika rezistivnog elementa i za elemente sa jednim pristupom je oblika

F(u,i,t) =0,
a ako se karakteristika ne menja sa vremenom onda je oblika
F(u,i) =0.

Rezistivni elementi sa jednim pristupom nazivaju se otpornici. Kod njih se vrsi nereverzibilan proces
pretvaranja uloZene elektricne energije u drugi vid energije, pa se elementi sa ovim svojstvom nazivaju i
elementi sa gubicima.

Neki rezistivni elementi imaju moguénost da duze vreme predaju energiju drugim elementima u kolu i
oni se nazivaju generatori.

Rezistivni elementi su:

1) Strujno kontrolisani  ukoliko je karakteristika rezistivnog elementa oblika
u = f(i,t). Utom slucaju svakoj vrednosti struje odgovara samo jedna vrednost napona, ali
obrnuto ne mora da vazi.

2) Naponski kontrolisani ukoliko je karakteristika rezistivnog elementa oblika i = g(u).
U tom slucaju svakoj vrednosti napona odgovara samo jedna vrednost struje, ali obrnuto ne
mora da vaii.

3) Kontrolisani i strujom i naponom i njihova karakteristika je striktno monotona, a mozZe biti
rastuca ili opadajuca.

Rezistivni elementi su linearni ukoliko je u = ki, a u suprotnom su nelinearni.

Rezistivni elementi su:

1) Bilateralni ukoliko je karakteristika rezistivnog elementa simetri¢na u odnosu na koordinatni
pocetak. Za ovakve elemente nije bitno kako su vezani u kolo.

2) Unilateralni ukoliko karakteristika rezistivnog elementa nije simetricha u odnosu na
koordinatni pocetak. Kod ovakvih elemenata treba voditi raCuna o redosledu vezivanja
krajeva. Ovakvi elementi su uvek nelinearni.

Rezistivni elementi su vremenski promenljivi ukoliko im karakteristika zavisi od vremena, a u suprotnom
su vremenski nepromenljivi.

Otpornost je osnovni parametar kojim je karakterisan otpornik.
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Dinamicka otpornost se definiSe nagibom tangente na karakteristiku u posmatranoj radnoj tacki M:

ou

R=—
9i |y

= tana,

pri cemu je radna tacka odredena parom vrednosti napona i struje na karakteristici elementa.

U opsStem slucaju je R = R(u, i, t).

Staticka otpornost je kolicnik napona i struje koji definiSu radnu tacku, oznacava se sa R, i u opStem

slu€aju je razli¢ita od dinamicke otpornosti

U
Ry = 7= tanay, = Ry(u,i,t) = R(u,i,t).

Dinamicka provodnost:

ai
= — = = [ = R_1
G aul,, tanB = G(u,i,t)

Staticka provodnost:

U slucaju linearnog otpornika dinamicka i staticka otpornost su jednake u svakoj tacki karakteristike u
posmatranom trenutku jer se tangenta poklapa sa karakteristikom, pa je on potpuno definisan
vrednoscu staticke otpornosti (provodnosti) jer su na njegovom pristupu u svakom trenutku zadovoljene
relacije:

R=t ou_U t R
=tana=—=—=tana, =

ET 0= 70
odnosno,

u = Ri = Ryl
i =Gu = Gyu

pri¢emuje G = R~
Ako je otpornik i vremenski nepromenljiv onda vazi i
(Vt)R = R(t) = Ry = const.

i to je parametar koji se obi¢no navodi pri opisivanju otpornika.
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Pitanje 6.
Pasivnost rezistivnih elemenata sa jednim pristupom.

Trenutna ulazna snaga otpornika sa jednim pristupom odredena je opStom relacijom:

p(t) = u(t)i(t)
kao za bilo koji element sa jednim pristupom. Smerovi napona i struje na pristupu su usaglaseni.

Za naponsko kontrolisan otpornik:

p(®) =u(@®)glu@®)],

a za strujno kontrolisan otpornik:

p(t) = i(®Of[i(0)].

UloZena energija u otpornik od trenutka t, do trenutka t > t, odredena je opStom relacijom:

a(ty, t) = ft

Pasivnost otpornika je definisana opStim uslovom pasivnosti:

t

p(t)dT = J- u(r)i(r)dr.

0 to

W (ty) + a(ty,t) =0
Kako je otpornik element bez memorije (ne akumulise energiju) imamo da je
W(ty) =0,
pa se pasivnost otpornika svodi na uslov
a(ty,t) =0

za bilo koje ty i t > t, i za sve moguce vrednosti napona i struje na pristupu.

Vidimo da mora da vazi:

p(t) =u@®)i(t) 20,

$to znaci da struja i napon pasivnog otpornika uvek moraju biti istog znaka (karakteristika prolazi samo
kroz I'i Ill kvadrant u u — i ravni). Otpornik koji ne zadovoljava ovaj uslov je aktivan. Ovim je definisana
globalna pasivnost (aktivnost) otpornika.

Definise se jos i lokalna pasivnost (aktivnost) otpornika. Otpornik je lokalno pasivan u radnoj tacki M ako
je prirastaj uloZzene snage u otpornik u okolini radne tacke nenegativan:

Ap = Audi > 0
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Sto prakticno znaci da je njegova dinamicka otpornost (nagib tangente na karakteristiku u~i)
nenegativna u toj tacki, a ukoliko je ona negativna otpornik je lokalno aktivan.

Ako je p(t) = u(t)i(t) = 0 za svako t, otpornik je bez gubitaka.

Pitanje 7.
Kapacitivni element sa jednim pristupom.

Kapacitivni element sa jednim pristupom se nazivaju kondenzatori. Oni su opisani algebarskom relacijom
izmedu koli¢ine naelektrisanja i napona na pristupu

F(q,u,t) =0

a imaju i sposobnost akumuliranja elektrostaticke energije. Ako se karakteristika ne menja sa vremenom
ona je oblika

F(q,u).

Kapacitivnost plocastog kondenzatora je
C=¢—

gde je € - dielektri¢na konstanta, S — povrsina obloga, d - debljina dielektrika.

Struja kondenzatora je

d

Kapacitivni elementi su:

1) Naponski kontrolisani ukoliko je karakteristika kapacitivnog elementa oblika g = f(u,t).
U tom slucaju svakoj vrednosti napona odgovara samo jedna vrednost optereéenja, ali
obrnuto ne mora da vazi.

2) Kontrolisani opterecenjem ukoliko je njegova karakteristika oblika u = g(q,t).
U tom slucaju svakoj vrednosti optereéenja odgovara samo jedna vrednost napona, ali
obrnuto ne mora da vazi.

3) Kontrolisani i opterecenjem i naponom i tada je njihova karakteristika strogo monotona, a
moze biti i rastucéa i opadajuca.
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Kapacitivni elementi su:

1) Bilateralni ako je karakteristika kondenzatora simetri¢na u odnosu na koordinatni pocetak.
Za ovakve elemente nije bitno kako su vezani u kolo.

2) Unilateralni ako karakteristika kondenzatora nije simetricna u odnosu na koordinatni
pocetak. Kod ovakvih elemenata treba voditi ra¢una o redosledu vezivanja krajeva u kolo.

Kapacitivnost je osnovni parametar kojim je okarakterisan kondenzator.
Dinamicka kapacitivnost definiSe se nagibom tangente na karakteristiku u posmatranoj radnoj tacki M:

d
C = 2 =tana,
ou M
pri éemu je radna tacka odredena parom vrednosti opterecenja i napona na karakteristici elementa.

U opstem slucaju je
C =C(q,u,t).

Staticka kapacitivnost je koli¢nik opterecenja i napona koji definiSu radnu tacku, oznacava se sa Cy i u

opStem slucaju je razli¢ita od dinamicke kapacitivnosti:

Q
Co = i tanay = Cy(q,u,t) # C(q,u,t)
U slucaju linearnog kondenzatora dinamicka i statcka kapacitivnost su jednake u svakoj tacki
karakteristike u posmatranom trenutku jer se tangenta poklapa sa karakteristikom, pa je on potpunosti

definisan vrednoscu staticke kapacitivnosti jer su na njegovom pristupu u svakom trenutku zadovoljene
relacije:

Ako je kondenzator i vremenski nepromenljiv vazi

(Vt)C = C(t) = Co = const.

i to je parametar koji se obi¢no navodi pri opisivanju kondenzatora.
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Struja linearnog kondenzatora je

dzl(tt) _ d[C(;)tu(t)] _ di(tt) 2 + €O dz(tt)'

i(t) =

a ako je i vremenski nepromenljiv onda je

du(t)
de

i(t) = C,

Elastansa (recipro¢na kapacitivnost) se odreduje kao nagib tangente na krivu

u = g(q)
g ou tan B
= — = 1tanp.
c’)qM

Pitanje 8.

Akumulirana energija kondenzatora.

Kondenzatori imaju sposobnost akumuliranja elektrostaticke energije. Akumulirana energija
kondenzatora u nekom trenutku t moZe se odrediti eksperimentalno, na nekom konkretnom primeru,
npr. na sledeci nacin.

Za krajeve kondenzatora, Cija se akumulirana energija odreduje, veZe se, u trenutku t, linearan
vremenski nepromenljiv i pasivan otpornik otpornosti R.

Ako je kolo autonomno tada ¢e energija koja se u otporniku nepovratno pretvori u toplotu, od trenutka
t do +oo biti jednaka akumulisanoj energiji kondenzatora u pofetnom trenutku ¢

[oe]

ar(6,) = [ up(@in (T = W (0

Kako je
ig =—I
uR =Uu
_dq
HT:
sledi da je
[ dg@
WC(t)z—fu( ) i dr.

t
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Ako je karakteristika kondenzatora g — kontrolisana, tada je napon na njegovim krajevima
u(r) = glq (o), 1],
Napomenimo da smo karakteristiku kondenzatora fiksirali u trenutku t!

Dalje je:

o d q(®)
we(®) = - [ glato), 0 P dr - J, . a0

Otpornik je po pretpostavci pasivan, Sto znaci da on samo prima energiju od ostatka kola, odnosno
kondenzatora, tako da ée se kondenzator posle dovoljno dugo vremena isprazniti, tj. g(c0) = 0.

Dakle, akumulirana energija kondenzatora je

q(t)
We(®) = | glat.cldq(@

0

Akumulirana energija kondenzatora u nekom trenutku t odredena je optereéenjem u tom trenutku, ali i
karakteristikom u tom trenutku. Pocetni uslovi nisu jedine veli¢ine koje odreduju akumuliranu energiju
kondenzatora, veé na nju utice i oblik karakteristike.

akumulisana

q(t)=Q 9 \/ energija
/\koenergija

u(®)=U u

Nekad je teSko izracunati akumuliranu energiju, narocito kada karakteristika kondenzatora nije
g-kontrolisana. Tada je lakse izraCunati komplement akumulisane energije koji nazivamo koenergija.

Ako je kondenzator kontrolisan naponom, tada imamo

q(7) = f(uc(7),t)
Napomenimo da smo i ovde karakteristiku kondenzatora fiksirali u trenutku t!

u(t)

Wyoc(t) = flu(@), tldu(r)
0

Wioe(£) = W (t) + Wgoc(t) = QU
We(t) = QU — Wioc(t)

15| TEK skripta



Samo za linearan kondenzator odredujemo akumuliranu energiju na osnovu pocetnog uslova kao:

a(®)
_ (@) 1 ® _ _
”%“)‘()l)ocaf”() 2P ONS = 50 = 5 O
q(t)=q(0)=

Pitanje 9.
UloZena energija u kondenzator.

Rad koji se ulaze u kondenzator od trenutka t, do trenutka t > t, odreden je opStom relacijom

a(ty, t) = ft

gde je p(t) trenutna ulazna snaga u kondenzator.

t t

p(t)dt =f uc(v)ic(r)dr,

0 to

Poznato je da vazi
dq(r)

ic(r) =
za gq-kontrolisan kondenzator je u.(t) = g(q(7), t), gde je t fiksirano.

Dalje je:

t d q(t)
a(ty t) = j 9(q(0), 1) ‘(’j(;) dr = j ( )g(q(r),t) dq().
to q(to

Ako je kondenzator vremenski nepromenljiv onda vazi:

a(ty, t) = fo

a(ty,t) = We(t) — We(ty) = AW,

q(t) q(to)
gqu—f 9(@)dq
0

Sledi da je uloZeni rad jednak prirastaju akumulirane energije od t, do t > t,.

” d ai,0>0

u®)=U u
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Za vremenski promenljive kondenzatore vazi
a(ty, t) = We(t) — We(to) + am(to, t),
gde je a,, (ty, t) mehanicki rad koji izvrSe elektrostaticke sile pri promeni konfiguracije kondenzatora.

tow,
any,(ty,t) =— | —dr
m 0 to aT

Ako je a(ty,t) < 0 kondenzator predaje energiju ostatku kola, a ako je a(ty, t) > 0 kondenzator
prima energiju od ostatka kola.

Pitanje 10.

Pasivnost kondenzatora.
Polazeci od opsteg uslova pasivnosti dobijamo da je kondenzator pasivan ako je za proizvoljan trenutak
to i t > ty, suma akumulirane energije u trenutku ty, we(ty), i uloZene energije od t, do t, a(ty,t)
nenegativna

We(ty) +a(ty,t) = 0

Kako opStem slucaju vazi
a(to, t) = We(t) — We(to) + am(to, t)
uslov pasivnosti se svodi na

we(t) + ap(ty,t) = 0,

gde je
A (to, ) = —Jtawc dr .
t, 0T
Dobijamo da moraju da vaze uslovi:
We() 2 0iZE€<0

Za vremenski nepromenljive kondenzatore mehanicki rad je jednak nuli pa se uslov pasivnosti svodi na:
we(t) =20

Sto mora biti ispunjeno za svako t i za sve mogude varijacije napona na pristupu kondenzatora.
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Za linearne kondenzatore uslov pasivnosti se svodi na uslove:

e 2 018> o,

Dokaz:
Izvod snage koja se ulaze u kondenzator po vremenu je

da dw, dW,(t,) da dw,
@ PO dtc+ gt =+ d;n - dtc+0+pm(t)
gde je
q(t)

p(t) = u(®)i(t) = u(®) ——

pa iz linearnosti kondenzatora sledi

o(6) = d(C(t)u(t)) (t)[ A0 dC(t) e )du(t) |
Iz linearnosti kondenzatora takode sledi i:
We _ L1 coneo] = 3w %5 + e B2
Dalje je:
pn0) = 280 e _ iy - e _ 2z 0

dt dt

t 1t dC
(£, ) = f pm(D)dr =3 f u2<r)d—(f)dr

Sledi da je uslov pasivnosti:

we(t) + ap(te,t) =0

za linearne kondenzatore ekvivalentan uslovu:

t
%C(t}uz(t) + % f w2 (0) di(;) dr >0

to

dC(t)

Sto je ispunjenoza C(t) > 0i > 0.
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Pitanje 11.
Induktivni elementi sa jednim pristupom.

Induktivni elementi sa jednim pristupom naziva se kalem. Najc¢eS¢e se realizuje kao odreden broj
zavojaka Zice namotan na telo (jezgro) pogodnog oblika.

U tim zavojcima pod dejstvom promenljive struje stvara se fluks magnetske indukcije. Stoga u
elektricnom pogledu kalem je opisan algebarskom relacijom izmedu magnetnog fluksa i struje na
pristupu elemnta. Ta relacija naziva se karakteristika induktivhog elementa i za elemente sa jednim
pristupom je oblika

F(®,i,t) =0
a ako se karakteristika ne menja sa vremenom onda je oblika

F(®,i) = 0.

Induktivni elementi imaju sposobnost akumulisanja magnetske energije. Kod ovih elemenata su jako
(jace nego kod otpornika i kondenzatora) prisutni parazitni efekti.

Napon kalema definiSemo na sledeéi nacin

do(t)
dt

u(t) =
Induktivni elementi su:

1) strujno kontrolisani ukoliko je karakteristika induktivnog elementa oblika ®(t) = f(i, t).
U tom slucéaju svakoj vrednosti struje odgovara samo jedna vrednost fluksa, ali obrnuto ne
mora da vazi.

2) kontrolisani fluksom ukoliko je karakteristika rezistivnog elementa oblika i = g(®,t).
U tom slucaju svakoj vrednosti fluksa odgovara samo jedna vrednost struje, ali obrnuto ne
mora da vaii.

3) Kontrolisani i strujom i fluksom i njihova karakteristika je striktho monotona, a moze biti
rastuca ili opadajuca.

Induktivni elementi su linearni ukoliko je ® = ki, a u suprotnom — nelinearni.

19| TEK skripta



Induktivni elementi su:

1) Bilateralni ukoliko je karakteristika induktivnog elementa simetricna u odnosu na
koordinatni pocetak. Za ovakve elemente nije bitno kako su vezani u kolo.

2) Unilateralni ukoliko karakteristika induktivhog elementa nije simetricna u odnosu na
koordinatni pocetak. Kod ovakvih elemenata treba voditi ra€una o redosledu vezivanja
krajeva. Ovakvi elementi su uvek nelinearni.

Induktivni elementi su vremenski promenljivi ukloiko im karakteristika zavisi od vremena, a u suprotnom
su vremenski nepromenljivi.

Induktivnost je osnovni parametar kojim je karakterisan kalem.

Dinamicka induktivnost se definiSe nagibom tangente na karakteristiku u posmatranoj radnoj tacki M:

0P .
=—| =tana,
di Iy

pri ¢emu je radna tacka odredena parom vrednosti fluksa i struje na karakteristici elementa.

U opstem slucaju je
L = L(®,i,t).

Staticka induktivnost je kolicnik fluksa i struje koji definiSu radnu tacku, oznacava se sa Ly i u opStem
sluaju je razli¢ita od dinamicke induktivnosti

)
LO = T = tan 0(0 = Lo(cb, i, t) * L(CD, i, t).
U slucaju linearnog kalema dinamicka i staticka induktivnost su jednake u svakoj tacki karakteristike u
posmatranom trenutku jer se tangenta poklapa sa karakteristikom, pa je kalem potpuno definisan
vrednoscu stati¢ke induktivnosti jer su na njegovom pristupu u svakom trenutku zadovoljene relacije

dd &
L = tana = E=7=aO=LO.
odnosno,
& = Li = Lyi.

Ako je kalem i vremenski nepromenljiv vazi:
(Vt) L = L(t) = Ly = const.

i to je parametar koji se obi¢no navodi pri opisivanju kalema.
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Napon linearnog kalema je

do _ dIL@I®] _dL®) .

N L(t)di(t)
dt dt de

de

u(t) = )

a ako je i vremenski nepromenljiv onda je

Pitanje 12.
Akumulirana energija kalema.

Kalem ima sposobnost akumulisanja magnetske energije. Akumulirana energija kalema u nekom
trenutku t moZe se odrediti eksperimentalno, na nekom konkretnom primeru, npr. na sledeci nacin

Za krajeve kalema, Cija se akumulisana energija odreduje, veZe se, u trenutku t, linearan vremenski
nepromenljiv i pasivan otpornik otpornosti R.

Ako je kolo autonomno tada ¢e energija koja se u otporniku nepovratno pretvori u toplotu, od trenutka
t do +oo biti jednaka akumuliranoj energiji kalema u pocetnom trenutku t

e}

an(t, ) = f ur (@ig(D)de = W, (8)

t

Kako je
iR = _l
uR =Uu
_ do
LT
sledi da je
W, (6) = fwdq’(f) (0)d
() = t I i(t)dr

Ako kalem kontrolisan fluksom, tada je struja na njegovim krajevima:

i(r) = glo(),t].
Napomenimo da smo karakteristiku kondenzatora fiksirali u trenutku t!
Dalje je:
(1)

. g[®(), t]dr = f@( 919,10

® dd
W, (t) = — f df)
t
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Otpornik je po pretpostavci pasivan, Sto znaci da on samo prima energiju od ostatka kola, odnosno
kalema, tako da ce se fluks kroz kalem posle dovoljno dugo vremena is¢eznuti, tj. (o) = 0.

Dakle, akumulirana energija kalema je
6)

W = glow,ddew)

0

Akumulirana energija kalema u nekom trenutku t odredena je optereéenjem u tom trenutku, ali i
karakteristikom u tom trenutku. Pocetni uslovi nisu jedine veli¢ine koje odreduju akumuliranu energiju
kalema, vec¢ na nju utice i oblik karakteristike.

Nekad je tesko izracunati akumuliranu energiju, narocito kada karakteristika kalema nije ®-kontrolisana.
Tada je laksSe izracunati komplement akumulisane energije koji nazivamo koenergija.

Ako je kalem kontrolisan strujom, tada imamo:

(1) = f(iL (), 1)

Napomenimo da smo i ovde karakteristiku kalema fiksirali u trenutnku t!

i(t)

Wior(t) = fli(r), t]di(z)
0

Wtot(t) = WL(t) + WKOL(t) =d]
W,(t) = 1 —Wgo,(t)

Samo za linearan kalem odredujemo akumuliranu energiju na osnovu pocetnog uslova kao

D(t)
_ ‘D(T) _Ll d(t) _ 1 _ 1
o= o >—<1[< SO *@ =15z Ok =30 ¥ O = 1 OFO

1 1
W (t) = EL(t)iz(t) =5 M)
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Pitanje 13.
UlozZena energija u kalem.

Rad koji se ulaze u kalem od trenutka t, do trenutka t > t, odreden je opStom relacijom

t t

p(D)dr = j w (D (D)dr,

to

a(ty, t) = j

to
gde je p(t) trenutna ulazna snaga u kalem.

Poznato je da vazi
do(7)
dt

u, (1) =

Za kalem kontrolisam fluksom i, () = g(®(7),t), gde je t fiksirano.

Dalje je:
t d(b(’[) D(t)
alty t) = f S g, 0 dr = f 9(@(1), £) d (7).
T
to D(to)
Ako je kalem vremenski nepromenljiv onda:
@ () D(to)
a0 = [ g@yo— [ g@)o
0 0

a(to, t) = Wy (t) — W, (to) = AW,
Sledi da je uloZeni rad jednak prirastaju akumulirane energije od ty do t > t,.
Za vremenski promenljiv kalem
a(ty, t) = Wi () — W (to) + am(to, t)
gde je a,,(ty, t) mehanicki rad koji izvrSe magnetske sile pri promeni konfiguracije kalema.

tow,
Ay, (tg, t) = — | ——dr
m\*0 to aT

Ako je a(ty,t) < 0 kalem predaje energiju ostatku kola, a ako je a(ty,t) > 0 kalem prima energiju od
ostatka kola.
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Pitanje 14.

Pasivnost kalema.
Polazedi od opSteg uslova pasivnosti dobijamo da je kalem pasivan ako je za proizvoljan trenutak ¢t i
t > ty, suma akumulirane energije u trenutku t,, W, (t,), i uloZene energije od t, do t, a(ty,t)

nenegativna:
W, (ty) + a(ty, t) = 0

Kako opstem slucaju vazi
a(te, t) = W, (t) -Wi(to) + a;,(to,t)
uslov pasivnosti se svodi na

wi(t) + ap(ty,t) = 0,
gde je

(to, t) taWLd
a , = — —drT.
m 0 to aT

Dobijamo da moraju da vaZe uslovi
W) z0iZL<o0.
Za vremenski nepromenljiv kalem mehanicki rad je jednak nuli pa se uslov pasivnosti svodi na
W, (t) =0
$to mora biti ispunjeno za svako t i za sve mogudée varijacije struje na pristupu kalema.

Za linearan kalem uslov pasivnosti se svodi na uslove

dL(t) >0

L) 20i= ==
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Dokaz: 1zvod snage koja se ulaZe u kalem po vremenu je

d dw, dw, da,, dW,
d: =pr®) = tL cLlEtO) ;lt - dtL +0+pm(®)
gde je
p(©) = u(®i® = D (o
pa iz linearnosti kalema sledi
d(L dL d
p(®) = M i(©) = i(e )[lor)L +10 50|
Iz linearnosti kalema takode sledi i
dw, dL(t
W S roeo| =220 52 4 1o T2
Dalje je:
d daw, daw, 1 dL
Pm(t) = ‘;(f) T ()——L=5i2(t)%
t 1t dL
amto,t) = j @i =3 | ) 0 g

Sledi da je uslov pasivnosti:
Wi + am(to,t) = 0,

za linearne kondenzatore ekvivalentan uslovu:

t
—L(t)lz(t)-l- fz(r) () =0

to

Sto je ispunjeno za L(t) > 0idL(t)/dt > 0.
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Pitanje 15.

Gubici kalema i faktor dobrote.

Pod pojmom gubitak podrazumeva se nereverzibilni proces pretvaranja ulozene elektricne energije u
neki drugi vid energije. Gubici kod kalema su: gubici usled skin efekta, gubici usled efekta blizine i gubici
usled vrtloznih struja.

Ako kalem poseduje jezgro od feromagnetskog materijala tada nastaju i specifi¢ni histerezisni gubici koji
su srazmerni povrsini histerezisne petlje.

Elementarni uloZeni rad je

da = i(P)dd
Od tacke A do tacke B rad je pozitivan — kalem prima energiju;
Od tacke B to tacke C rad je negativan — kalem daje energiju;

Od tacke C do tacke D rad je pozitivan — kalem prima energiju; itd...

Kalem od kola prima vise energije nego Sto odaje kolu. Uo¢avamo da je razlika primljene i predane
energije jednaka povrsini histerezisa. Ta razlika predstavlja gubitke energije.

Svi gubici kalema mogu se predstaviti ekvivalentnom realnom otpornoscu, tj. otpornoséu gubitaka.

idealni kalem\v

. L e
realni kalem [
I

Kalem je kvalitetniji ukoliko su njegovi gubici manji. Kao merilo kvaliteta kalema koristi se faktor

dobrote, Q — faktor. On predstavlja odnos maksimalne akumulirane energije kalema i rada koji se u
njemu nepovratno izgubi u vidu toplote za vreme jedne periode naizmenicne struje:

T WLmax
ag(T)

Q=2
Maksimalna akumulirana energija linearnog kalema je

— _ 732
WLmax - 2 Lleax
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Rad koji se za vreme T ulaZe u nepovratne procese je
ag(t) = RIZT,

gde je I}, efektivna vrednost periodi¢ne struje i; (t) sa periodom T:

Ako je struja kalema prostoperiodi¢na:
1,(t) = I, cos(Lwt + )

maksimalna akumulirana energija ¢e biti

1 o
Wimax = ELIm )
a efektivna vrednost struje je
I
IL = L B
V2
tako daje
_ 2mL
L™ Rr
Kako je
21
T=—,
W
faktor dobrote kalema je
_ Lw
Q=

Znacaj uvodenja Q-faktora za opisivanje kalema ogleda se u tome 3$to je vrednost ovog parametra
konstantna u relativno Sirokom opsegu ucestanosti.

Pored induktivnosti i Q-faktora, za fizicke kalemove je potreban i podatak o maksimalnoj dozvoljenoj
struji I,,,4, 5to je odredeno zagrevanjem provodnika i njegovom sposobnosé¢u da disipira toplotu okolini.
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Pitanje 16.
Neprekidnost napona kondenzatora.

Karakteristika linearnih kondenzatora je
dg_.@Q
du U

* — jer se karakteristika i tangenta na karakteristiku i radnoj tacki poklapaju.

Struja kondenzatora je

d
i(0) = 440
a za linearan kondenzator ¢ée biti
(0 = d[C(S)tu(t)] _ diit)u(t) N C(t)dlé—(tt)

Ako je kondenzator i vremenski nepromenljiv vazi

(Vt)C = C(t) = Cy = const,

i tada je
du(t)

i(t)=C

i(t) m
Napon kondenzatora
pocetni uslov: u(ty) = U,

1 t 1 to 1 t 1 t

zat >ty u(t) = Ef_ooi(r)dr = Ej_ooi(r)dt + ELOi(T)dT =U, + Ej;oi(r)dr

Teorema o neprekidnosti napona kondenzatora

Ako je struja linearnog i vremenski nepromenljivog kondenzatora ograni¢ena u zatvorenom intervalu
[t1,t,] tada je napon kondenzatora neprekidna funkcija vremena u otvorenom intervalu (ty, t).

Dokaz:
1 t
() = Uy + —f i(0)dr
CJy,

Opterecéenje kondenzatora je

t
q(t) =f i(r)dr
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t t+At t+At

q(t + Ab) =f i(r)dr+f i(T)dT=q(t)+f i(o)dr
%) t t

Zakljuéujemo da je prirastaj opterecenja:
t+AL
Aq(t) = q(t +At) —q(t) = f i(r)dr
t
pri ¢emu je

A, A9l =0

u intervalu (t;, t,) u kome je struja kondenzatora ogranicena, jer povrsina koja je odredena integralom
t+At
J i(t)dr = Aq(t) - 0, (At - 0)
t

dok je prirastaj napona
Au(t) = u(t + At) —u(t)
t+At

t+At 1 t
Au(t) = Uy + E.ft i(t)dt — U, — Eftol(r)dr = EJ; i(r)dr

0
1
Au(t) = EAq(t) .
Zaklju¢ujemo:
Aly—r}o Au(® =0,

odnosno, struja kondenzatora mozZe imati skokove (uslov je samo da bude ogranicena), ali je napon
kondenzatora neprekidna funkcija vremena.

I : b :
TR - :

N e = :

YT A A Lot
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Pitanje 17.
Memorisanje napona kondenzatora

Memorisanje napona kondenzatora iskazuje sposobnost kondenzatora da akumulise energiju.

Ukoliko u trenutku t, ,iskljuéimo kondenzator iz mreze”, odnosno, ako je i-(t) = 0, za t > t, tada ¢e
napon kondenzatora zadrzati svoju vrednost koju je imao u trenutku t,, tj. uc(t) = uc(t,) za svako
t > to.

Dokaz:

t <ty uc(t) = u(t)
t

1
t=to: uc(t) =uc(ty) + C f ic(D)dT = uc(to),

to
jerjeic(t) =0zat =>t,
Pitanje 18.
Neprekidnost struje kalema
Karakteristika linearnog kalema je:
4o o
Cdi

* — jer se karakteristika i tangenta na karakteristiku i radnoj tacki poklapaju.

Napon kalema je

do
uw =20
a za linearan kalem ce biti
u(t) = d[L(S)ti(t)] = dz(tt) i(t)+ L) d;—(tt).
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Ako je kalem i vremenski nepromenljiv vazi

(Vt)L = L(t) = Ly = const,

i tada je
di(t)
t)=1L
u(t) m
Struja kalema
pocetni uslov: i(ty) =1
t to t t
1 1 1 1

zat > t,: i(t) = I fu(‘r)d‘r =7 f u(r)dr + I fu(‘r)d‘[ =1+ I fu(‘r)d‘c

- —® to to

Teorema o neprekidnosti struje kalema

Ako je napon linearnog i vremenski nepromenljivog kalema ogranicen u zatvorenom intervalu [t;, t;]
tada je struja kalema neprekidna funkcija vremena u otvorenom intervalu (¢4, t,).

Dokaz:
t

1
i(t)=10+—f w(x)dr
L to
Fluks kalema je

t
o(t) =f u(t)dr

t+At t+At

u(t)dr = o(t) + f u(t)dr
t

d(t + At) = f_;u(r)dr +J;

Zakljuujemo da je prirastaj fluksa:
t+At
AD(t) = P(t + At) — D(t) = J u(t)dr
t
pri éemu je
lim A®(t) =0
At—0

uintervalu (¢4, t;) u kome je napon kalema ogranicen, jer povrsina koja je odredena integralom

t+At
f u(t)dt = A®(t) » 0, At—- 0,
t
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dok je prirastaj struje
Ai(t) = i(t + At) —i(t)

t+At t 1 t+At

u(t)dr — I, — %f u(t)dr = Zf u(t)dr
0 t

t

Ai(t) =1, +%f

to
1
Ai(t) = zAcb(t)
Zakljucujemo:
Aly_)rlo Ai(t) =0,

odnosno, napon kalema moZe imati skokove (uslov je samo da bude ogranicen), ali je struja kalema
neprekidna funkcija vremena.

T : b :
AT T L :
YT A I Lot

Pitanje 19.
Memorisanje struje kalema.

Memorisanje struje kalema iskazuje sposobnost kalema da akumulise energiju.

Ukoliko u trenutku t, ,isklju¢imo kalem iz mreze“, odnosno, ako je u;(t) = 0, za t = t, tada Ce struja
kalema zadrzati svoju vrednost koju je imala u trenutku ty, tj. i (t) = i, (t,) za svako t > t,.

Dokaz:
t <ty i,(t) =i(t)
t

1
t =ty i, (t) =i,(tp) + I fuL(T)dT = i1,(to),

to

jerjeu,(t) =0zat = t,.
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Pitanje 20.
Elementi sa viSe pristupa. Opsta svojstva.

Za element sa vise pristupa, npr. k krajeva, uvodimo referentni ¢vor.
Cvor k uzmemo za referentni, odnosno V;, = 0.
Za ovaj element moZemo pisati Kirchhof-ove relacije:
Uy + Upyz + oo + Up_qp + U = 0
W+ i+ i3+ ..+ ip—1-i=0
Ovaj element ima k — 1 nezavisnih pristupa i 2(k — 1) nezavisnih veli¢ina (k — 1 napon i k — 1 struju).
Pristupe ovom elementu nazivamo pristupi sa zajednic¢kim krajem.

Element mozemo vezati tako da pristupi nemaju zajednicki priklju¢ak. U tom slucaju kazemo da su
pristupi izolovani. Ako je k parno onda element ima k/2 izolovanih pristupa.

Vaii:

1:1 = iz
I3 =14

Ako se posmatra idealizovan element (u smislu njegovog fizickog ponasanja) on je opisan algebarskim
relacijama izmedu ulaznih i izlaznih veli¢ina

xi;y]', l,] = 1,2,-..,k
Zavisno od prirode ovih velicina vrsi se podela ovih elemenata na
1) rezistivne (x; = u,y; = i)
2) induktivne (x; = ®,y; = i)i

3) kapacitivne (x; = q,y; = u)

Karakteristika elementa je data sistemom algebarskih jednacina po x;, yj, s tim da jednacine mogu

zavisiti i od vremena:

Fi(X1, Y1, X2, Y2, -, Xjo Vs t) = 0
Fo(X1, Y1, X2, Y25+ +» Xk Y5 £) 0,

ey

Fie(X1, Y1, X2, Y20 -2 X Vi £) = 0

Prema obliku algebarskih jednacina elementi mogu biti linearni i nelinearni, a prema zavisnosti od
vremena, elementi su vremenski promenljivi ili nepromenljivi.

Ulazna snaga elementa sa g pristupa jednaka je zbiru svih ulaznih snaga pojedinacnih pristupa:
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q q
P=ijzzujij

j=1 j=1
Uslov za pasivnost elementa sa visSe pristupa je
W(ty) + a(ty,t) = 0,

pri ¢emu je w(t,) akumulirana energija elementa u proizvoljnom trenutku t,, a a(ty, t) je elektri¢ni rad
koji se, spolja, ulaze u element od trenutka t, do proizvoljnog trenutka t = ¢,:

t

a(ty, t) =f p(t)dr,
to

gde je p(t) trenutna ulazna snaga elementa dobijena kao suma ulaznih snaga svakog od pristupa.

Pitanje 21.

Rezistivni elementi sa dva pristupa.
Karakteristika rezistivnih elemenata je opisana algebarskim relacijama izmedu napona i struja na

pristupima elemenata.
Za elemente sa dva pristupa karakteristika je data sa

Fl(ul, il,uz,iz; t) =0
Fz(ul,il,uz,iz; t) =0

Ne racunajuci vreme postoji (;) = 6 razli¢itih nacina za eksplicitno predstavljanje ovih jednacina.
Strujno kontrolisano predstavljanje:

uy = ry(iy, iz t)
= rZ(ilriZ; t)

<
N)
I

Naponski kontrolisano predstavijanje:
i1 = g1(uqg, up; t)
i = g2(ug,up;t)

Prvo hibridno predstavijanje:
w = hy(iy, up, t)
ha(iy, up, t)
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Drugo hibridno pretstavijanje:

i1 = ki(uy,ipt)
Uy = ky(uy, iy, t)

Prvo prenosno predstavljanje:

U, = al(uZ'iért)
i1 = ax(uy,ipt)
gde je iy = —i,.

Drugo prenosno predstavljanje:

uz = by(uy, iy, t)

iy = by(uy,iy,t)

gde je iy = —i,.

Pitanje 22.
Linearni rezistivni elementi sa dva pristupa.

Strujno kontrolisano predstavljanje:

Uy = T1lg + 1120
Uy = Tpqlq T Tl

Koeficijenti ;; nazivaju se rezistanse (rezistivni parametri), a odredujemo ih na sledeci nacin:

1 = .—|i2:0 = Rul1|i2:0
l1
Uq

T2 = -_|i1:0
l2

gde se ry4 i 1y, nazivaju ulazna i prenosna otpornost prvog pristupa.

Uz
21 =7 |i2:0
l1

Uz
T2 = -_|i1=0 = Rulz|i1=0
%)

gde se 1y, i 17 nazivaju ulazna i prenosna otpornost drugog pristupa. 1y, i 17 se joS nazivaju i
transrezistanse.
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\1
q //Q
\

Vazi:

gde su [u] = 122]’ [i] = [2] [rl = [21 22]

Naponski kontrolisano predstavijanje:

l1 = g11U1 + g12Uz
Iy = G211 T+ g22Uy

Koeficijenti g;; nazivaju se konduktanse, dok se g1, i g1 nazivaju jos i transkonduktanse, a odredujemo

ih na slededi nacin:

i
gi1 = u_11|u2=0 = Gyt lu,=0 # a
51
912 = u_2|u1=0
iz
921 = u_1|u2:0
iy 1
922 = u_2|u1=0 = Gu12|u1=0 * a

Vazi:

gesu ful =[] 1 =[] 11 <[99
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_ 1
~ det[r]

Ako postoje [r] i [g] vazie [g] = [r]™? adj[r], dakle,

[q] = 1 [ 722 —7”21] _ [911 912
Ti1To2— Tial VT2 T11 921 Y22
zaklju¢ujemo da je
722 1
gu=———"—"—F— (%)

M1722— T2121  T11

Sliéno se moze zakljuditi i za g,5.

Prvo hibridno predstavljanje:

Uy = hqqly + hyzi;
Uy = hyqly + hyyly

Koeficijente odredujemo na sledeéi nacin:

1
hi1 =—luy=0= Runli,=0 =—# ™1
l1 )

11
Uy

hi; =— |11=o
Uz
Iy

h21 - |u2—0
L
iy

hy, = —=li,=0 = Guizli,=0 = — # g2z
Uy 22

Vazi:
[ul] _ [hn hlz] . [i1]
L2 har  haal luzl
Drugo hibridno predstavljanje:

i1 = kq1uy + kiou;
iy = kaiuq + kpou,

Koeficijente odredujemo na slededi nacin:

1
ki1 =—li,=0 = Guuli,=0 = — # 911
Uq 1
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U, 1
kaz = —lu,=0 = Ruzlu,=0 = ——— # 12,
L2 922

Vazi:
[H] _ [kn k12] . [ul]
Uy ka1 kool L)X

: . " -1 1 .
Ako postoje [h] i [k] vazi¢e [k] = [h]™! = detn] adj[h]

Prvo prenosno predstavljanje:

Uy = Aqqlp + aq(=iy)
Uy = Agqly + Apa(—i3)

Koeficijente odredujemo na sledeéi nacin:

a ull
11 — 7 li,=0
u, 2
a12——i_|u2_0
2
a —LII
12 = —li,=0
u, 2
‘122——._|u2:0
%)

Vaii:

[u1] _ [a11 alZ] [uz ]
l az1 Azl L=1)

Drugo prenosno predstavljanje:

Uy = byuy + byply
—iy = kaquy + kpouy

Koeficijente odredujemo na sledeéi nacin:

by = —|
11 =0
u;
Uz
by, =-_|u1=0
L
b L2 |
12 =~ li;=o0
u;
iy
by, = _-_|u1=0
L
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Vazi:

Ako postoje [a] i [b] vazi¢e [b] = [a]™! = adj[a].

Pitanje 23.
Reciprocnost rezistivnih elemenata sa dva pristupa izrazena r-parametrima.

U opstem slucaju linearnih rezistivnih elemenata sa 2 pristupa, 4 parametra (koeficijenta) koji
karakteriSu element su nezavisni. Za reciproc¢ne elemente pokazaéemo da su 3 parametra nezavisna.

Teorema reciprocnosti za linearno i vremenski nepromenljivo kolo

Za linearno, vremenski nepromenljivo kolo (mreZu) kazemo da je recipro¢na ako je u vaznosti jedan od
slededih slucajeva:

1) Ako u grani [l deluje generator napona u,; koji u grani k izaziva struju i, tada iskljucivanjem
gl k

tog generatora, a stavljanjem generatora napona uék = kugl u granu k, struja grane [ iznosi

i = kiy, gdejek = const.
2) Ako izmedu ¢vorova i — j grane [ deluje strujni generator igi, koji na krajevima grane k
(izmedu ¢vorova m — n) izaziva napon uy, tada isklju¢ivanjem tog generatora, a stavljanjem
eneratora struje i, = ki, izmedu ¢vorova m — n , napon izmedu &vorova i — j (napon

gk gl

grane [) bi¢e u; = kuy, gde je k = const.
3) ako naponski generator u,;, koji deluje u grani [ stvara napon u; izmedu ¢vorova m — n,
gl k

tada ce strujni generator i;k vezan izmedu ¢orova m — n izazvati struju i; u grani L. Ako je

i!’ﬂ: Gug tada ce biti ii = —Guy, gde je G proizvoljna konstanta sa dimenzijom
provodnosti.
Uslov  reciprocnosti za linearne rezistivne elemente sa dva pristupa izraZen
r-parametrima je
T12 = T21

Dokaz: (za prvi slucaj)

U kolu nema akumulirane energije i nijedan drugi generator. Posmatramo samo jedan reciprocan
rezistivan element sa dva pristupa.

l, <12: . l,> 7
+ + + +
+ 7 7 +
Ol | 2| = w2 w) @
Uy, U,
@ @ @ @
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ugz = kugl

Odnosno:
uy = kuy ¢9)

Element je reciprocan pa vazi
iy = ki, (2)

Za rezistivan element sa dva pristupa strujno kontrolisano predstavljanje karakteristika glasi

za kolo sa slike 1:

Uy =1yl + 1420 3)
Uy = Tpqly + 105, U =0 €))
za kolo sa slike 2:
) =1qdy +Frpiy, u =0 (5)
Uy =110y + 1rpply (6)
Iz (4) sledi:
. . . T2,
Tl = — Tl 21 = ——1 (7)
21
Iz (5) sledi:
r11ly = —T1al; (8)

Uvrstavanjem (2) u (8) dobija se:

- —k— . 9
%) 1 l2 9

1z (1), (3) i (6) sledi:
eri:,l + rzzié = k Tllil + k T12i2 (10)

Uvrstavanjem (2), (9) i (7) u (10) dobija se:

; T11 22 . .
erklz - rzzk_lz = _k T'll _lz + k 7”1212
T12 21

Sada ¢emo celu prethodnu jednacinu podeliti sa ki, posle cega dobijamo:

1 T22
Ty =Ty — = — T+
T2 21

Daljim sredivanjem dobijamo:

721712 = T22T11 _ T21T12 — 22711

T2 21
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Sledi:

T12 =721
Sto je i trebalo dokazati.

Na osnovu prethodne relacije sledi da je reciprocan rezistivan element opisan sa svoja tri parametra:

T11, T22, T12 (= T21).

Dokaz: (za drugi slucaj)

I 2 I 5
> <, i <o
+ + + +
2 ) vV ,
® (u L 7 = wy) .
lg] ng
4 —0 o——— o—
igz = klgl
Odnosno:
iy = ki, (D
Element je reciprocan pa vazi:
uj = ku, (2)

za kolo sa slike 1:

Uy = Tyqly + 120y, =0= u = ri 3)

Uy = Tpqly + T2l L=0=u,=nrn14 4)
za kolo sa slike 2:

wy = 1yqdp + 11plp, i1=0= i) = uj/ri; (5)

Uy = Tyqlq + 1203, 1=0 = uy; =151 (6)
Uvrstavanjem (1) u (4) sledi:

i3

Pa uvrstavanjem (5) u prethodnu dobijamo:

Konacno uvrstavanjem (2) dobija se:
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Sledi:

ri2 =721

Sto je i trebalo dokazati.

Pitanje 24.
Reciprocnost rezistivnih elemenata sa dva pristupa izraZzena g-parametrima.

U opstem slucaju linearnih rezistivnih elemenata sa 2 pristupa, 4 parametra (koeficijenta) koji
karakterisu element su nezavisni. Za reciproc¢ne elemente pokazaéemo da su 3 parametra nezavisna.

Teorema reciprocnosti za linearno i vremenski nepromenljivo kolo

Za linearno, vremenski nepromenljivo kolo (mrezu) kazemo da je recipro¢na ako je u vaznosti jedan od
slededih slucajeva:

1) Ako u grani l deluje generator napona ug; koji u grani k izaziva struju iy, tada iskljuCivanjem
tog generatora, a stavljanjem generatora napona u;k = kug u granu k, struja grane [
iznosi i; = kiy, gde je k = const.

2) Ako izmedu Cvorova i — j grane [ deluje strujni generator iy, koji na krajevima grane k
(izmedu ¢évorova m — n) izaziva napon uy, tada isklju¢ivanjem tog generatora, a stavljanjem
generatora struje L'g’Jk = kigl izmedu ¢vorova m —n , napon izmedu ¢vorova i — j (napon
grane l) bice u; = kuy, gde je k = const.

3) ako naponski generator ug,;, koji deluje u grani [ stvara napon u; izmedu cvorova m —n,
tada ce strujni generator iék vezan izmedu ¢orova m — n izazvati struju i; u grani l. Ako je

iél = Gug tada ce biti iy = —Guy, gde je G proizvoljna konstanta sa dimenzijom
provodnosti.
Uslov  reciprocnosti za linearne rezistivne elemente sa dva pristupa izrazen

g-parametrima je
912 = 921
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Dokaz: (za prvi slucaj)

U kolu nema akumulirane energije i nijedan drugi generator. Posmatramo samo jedan reciprocan
rezistivan element sa dva pristupa.

ugz = kugl
Odnosno:
u, =ku; (1)
Element je reciprocan pa vazi:

Za rezistivan element sa dva pristupa naponski kontrolisano predstavljanje karakteristika glasi

za kolo sa slike 1:

1 = g11U1 + g12Uy, U, =0= i; = g1y

I = g21Uy T g22Uy, U, =0 =i, =gu;  (3)
za kolo sa slike 2:

o r I ro_ . ’

l1 = g11U1 + 12Uz, u =0= i3 = g12Uy 4)

o r I ro_ o ’

Iy = g21Uq + g22Uy, up =0 =i =g

Uvrstavanjem (4) i (3) u (2) dobija se:

912Uz = kga1iy
Uvrstavanjem (1) u prethodnu jednacdinu:

91zkuy = kga1iy

Sledi:
di12 = 921

Sto je i trebalo dokazati.
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Pitanje 25.
Reciprocnost rezistivnih elemenata sa dva pristupa izrazena h-parametrima.

U opstem slucaju linearnih rezistivnih elemenata sa 2 pristupa 4 parametra (koeficijenta) koji karakterisu
element su nezavisni. Za recipro¢ne elemente pokaza¢emo da su 3 parametra nezavisna.

Teorema reciprocnosti za linearno i vremenski nepromenljivo kolo

Za linearno, vremenski nepromenljivo kolo (mrezu) kazemo da je recipro¢na ako je u vaznosti jedan od
slededih slucajeva:

1) Ako u granil deluje generator napona ug,; koji u grani k izaziva struju iy, tada iskljuCivanjem
tog generatora, a stavljanjem generatora napona u!’lk = kugl u granu k, struja grane [ iznosi
i; = ki, gdejek = const.

2) Ako izmedu ¢vorova i —j grane [ deluje strujni generator iy, koji na krajevima grane k
(izmedu ¢vorova m — n) izaziva napon uy, tada iskljuivanjem tog generatora, a stavljanjem
generatora struje iék = kig izmedu ¢vorova m —n , napon izmedu cvorova i — j (napon
grane l) bice u; = kuy, gde je k = const.

3) ako naponski generator ugy;, koji deluje u grani [ stvara napon u; izmedu cvorova m —n,
tada ¢ée strujni generator iék vezan izmedu ¢orova m — n izazvati struju i; u grani l. Ako je

iél= Gug tada ce biti i; = —Guy, gde je G proizvoljna konstanta sa dimenzijom
provodnosti.
Uslov reciproCnosti za linearne rezistivne elemente sa dva pristupa izrazen

h-parametrima je
hiz = —hy,

Dokaz: (za prvi slucaj)

U kolu nema akumulirane energije i nijedan drugi generator. Posmatramo samo jedan reciprocan
rezistivan element sa dva pristupa.

ugz = kugl
Odnosno:
uy = kuy €Y)
Element je reciprocan pa vaii:
i1 = ki, (2)

Za rezistivan element sa dva pristupa prvo hibridno predstavljanje karakteristika glasi

za kolo sa slike 1:
Uy = hqqly + hyouy, u, = 0= u = hyyiy 3)
Iy = hy1ly + hyouy, Uy =0 =i =hy iy (4)
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za kolo sa slike 2:
uy = hqgiy + hypup, uy = 0= hyiiy = —hypup (5)
iy = ha1iq + haouy
Uvrstavanjem (2) i (1) u (5) dobijamo
hllkiz = _hlzkul
Uvrstavanjem (3) i (4) u prethodnu jednacinu dobijamo
hi1khy1iy = —hyzkhyqiy

Sledi:
hy; = —hyy

Sto je i trebalo dokazati.

Pitanje 26.

Reciprocnost rezistivnih elemenata sa dva pristupa izraZzena k-parametrima.
U opstem slucaju linearnih rezistivnih elemenata sa 2 pristupa 4 parametra (koeficijenta) koji karakterisu
element su nezavisni. Za reciprocne elemente pokaza¢emo da su 3 parametra nezavisna.

Teorema reciprocnosti za linearno i vremenski nepromenljivo kolo

Za linearno, vremenski nepromenljivo kolo (mrezu) kazemo da je recipro¢na ako je u vaznosti jedan od
slededih slucajeva:

1) Ako u grani [ deluje generator napona ug; koji u grani k izaziva struju iy, tada iskljucivanjem
tog generatora, a stavljanjem generatora napona uék = kugl u granu k, struja grane [ iznosi

iy = kiy, gdejek = const.

2) Ako izmedu ¢vorova i —j grane | deluje strujni generator iy, koji na krajevima grane k
(izmedu ¢vorova m — n) izaziva napon uy, tada iskljuivanjem tog generatora, a stavljanjem
generatora struje iék = kig izmedu Cvorova m —n, napon izmedu Cvorova i — j (napon grane

l) bice u; = kuy, gde je k = const.

3) ako naponski generator g, koji deluje u grani [ stvara napon uy izmedu ¢vorova m — n, tada
¢e strujni generator ié’,k vezan izmedu ¢orova m — n izazvati struju i; u grani L. Ako je iél = Gug

tada Ce biti ij = —Guy, gde je G proizvoljna konstanta sa dimenzijom provodnosti.
Uslov reciprocnosti za linearne rezistivne elemente sa dva pristupa izrazen k-parametrima je

kiz = —k3
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Dokaz: (za prvi slucaj)

U kolu nema akumulisane energije i nijedan drugi generator. Posmatramo samo jedan reciprocan
rezistivan element sa dva pristupa.

ugz = kugl
Odnosno:
u, = kuy (1)
Element je reciprocan pa vazi

Za rezistivan element sa dva pristupa drugo hibridno predstavljanje predstavljanje karakteristika glasi

za kolo sa slike 1:

i1 = kyquy + kqzl;

Uy = Kpquq + kyply, U, =0 = kpuy = —kyy i (3)
za kolo sa slike 2:

i3 = kyquy + kqpip, w =0 =iy = kgl 4)

Uy = kpug + kopiy, u; =0 = uy = ky,ip (5)

uvrstavanjem (1) i (2) u (3) dobijamo:

ul i!
ka1 ?2 = —ky, El

uvrstavanjem (4) i (5) u prethodnu jednacinu dobijamo:

k kzzié - _ k12ié
21 k 22 k
Sledi:
k12 = —kzq

Sto je i trebalo dokazati.
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Pitanje 27.
Reciprocnost rezistivnih elemenata sa dva pristupa izrazena a-parametrima.

U opstem slucaju linearnih rezistivnih elemenata sa 2 pristupa 4 parametra (koeficijenta) koji karakterisu

element su nezavisni. Za recipro¢ne elemente pokaza¢emo da su 3 parametra nezavisna.

Teorema reciprocnosti za linearno i vremenski nepromenljivo kolo

Za linearno, vremenski nepromenljivo kolo (mreZu) kazemo da je recipro¢na ako je u vaznosti jedan od

slededih slucajeva:

1)

2)

3)

Ako u grani [ deluje generator napona ug; koji u grani k izaziva struju iy, tada iskljucivanjem

tog generatora, a stavljanjem generatora napona u;k = kug; u granu k, struja grane [

iznosi i; = kiy, gde je k = const.
Ako izmedu Cvorova i — j grane [ deluje strujni generator iy, koji na krajevima grane k
(izmedu ¢évorova m — n) izaziva napon uy, tada isklju¢ivanjem tog generatora, a stavljanjem

generatora struje Lé

grane l) bice u; = kuy, gde je k = const.

x = kig; izmedu ¢vorova m —n , napon izmedu ¢vorova i — j (napon

ako naponski generator ug;, koji deluje u grani [ stvara napon u; izmedu ¢vorova m — n,
tada ce strujni generator i!'Jk vezan izmedu ¢orova m — n izazvati struju i; u grani l. Ako je

./
lg
provodnosti.

1 = Gug tada ce biti iy = —Guy, gde je G proizvoljna konstanta sa dimenzijom

Uslov reciprocnosti za linearne rezistivne elemente sa dva pristupa izraZzen a-parametrima je

detla] = 1

Dokaz: (za prvi slucaj)

U kolu nema akumulisane energije i nijedan drugi generator. Posmatramo samo jedan reciproéan

rezistivan element sa dva pristupa.

Odnosno:

ugz == kugl

u = kuy (D

Element je reciprocan pa vazi:

iy = ki, (2)

Za rezistivan element sa dva pristupa prvo prenosno predstavljanje karakteristika glasi
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za kolo sa slike 1:

Uy = AUy + agp(=iy), U, =0 = u =—agp iy 3)
il = a21u2 + a_22(_i2)

za kolo sa slike 2:

ai1

up = apup +ap(=i),  u =0 =apu;=apl ==y P 4
12
i1 = apqUp + azz(—i3) (5)
Uvrstavanjem (3) u (1) dobijamo:
uy = —kagyi, (6)
Uvrstavanjem (6) u (4) dobijamo:
i; = —kayi; (7)

Konacno uvrstavanjem (1), (6) i (7) u (5) dobijamo:
ki; = —azikaqipi; + azzkaqqi;
Deljenjem prethodne jednacine sa ki, sledi:
det[fa] = 1

Sto je i trebalo dokazati.

Pitanje 28.
Simetricni rezistivni elementi sa dva pristupa.

Simetri¢an rezistivan element sa dva pristupa predstavlja uzu klasu reciprocnih elemenata. Oni se pri
istim uslovima rada identi¢no ponasaju bez obzira na redosled vezivanja njihovih pristupa.

Posmatrajmo jedan reciprocan element sa dva para krajeva vezan u kolo na sledeée nacine:

R I i b
—> ¥ ® —<—-0I- '-I.-+ ® ¥ <
C?) igl u, E u, N 1 ”; E M; igl (f)
° o | o——— °

Kolo sa slike 1: na pristupu 1 deluje strujni generator igq, a pristup 2 je zatvoren mrezom sa jednim
pristupom, N.

Kolo sa slike 2: na pristupu 2 deluje strujni generator iéz = g1 (i5 = i1), a pristup 1 je zatvoren vec
pomenutom mrezom N.
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Za simetrican element bice ispunjeno:

Uy = U
Uy = Uy
i1 =1y

Uslov simetricnosti za linearne rezistivne elemente sa dva pristupa izrazen njegovim parametrima
glasi:

r11 =722
gd11 = 922
det[h] =1
detlk] =1
Ay = az;
bi1 = by,

Zaklju¢ujemo, posto je simetri¢an element istovremeno i reciprocan, da simetri¢ni rezistivni elementi sa
dva pristupa imaju samo dva nezavisna parametra.

Pitanje 29.
Pasivnost rezistivnih elemenata sa dva pristupa.

Opsti uslov pasivnosti glasi:
W(ty) + a(ty,t) = 0

Kako su rezistivni elementi elementi bez memorije (ne akumuliSu energiju) imamo da je
W(tO) = 0'

pa se pasivnost svodi na uslov
a(ty,t) =0

za bilo koje ty it > tg.

UloZena energija u rezistivni element od trenutka t, do trenutka t > t, odredena je opstom relacijom:

t t

p(T)dl':fu(T)i(T)dT.

to

a(ty, t) = f

to

Vidimo da mora da vaii:
p() = u@®)i(t) = 0,

s tim da je ovde trenutna ulazna snaga elementa jednaka sumi ulaznih snaga na
pristupima 1i 2:
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p(t) = uw (®)iy (1) + u(D)iz(8),
ako su smerovi napona i struja usaglaseni.

U slucaju linearnih elemenata uslov pasivnosti se moze izraziti pomocu odgovarajuéih parametara koji
opisuju element. Za r-parametre vazi:

Uy = Ty1lg + 1120
Uy = Tpqlq T T3l

p(t) = ugiy + upiy = (ry1dy + 1ri2i2)ip + (r21iy + 12202)i,
Uslov pasivnosti je:

r11if + (rp + 121010y + 15205 20
odnosno,

. x(riz +121) 1
rqds x4+ ————+-=|>0
11 11

eyl
gdejex = o
Neka je

x(r; +151) T
2 X2 ¥ 1) | T2z

N1 T11

f(x)=x

Uslov pasivnosti je onda zadovoljen u dva slucaja:

1) 1 =20if(x)=0

2) 11 <0if(x) < 0 (aovone moZe biti zadovoljeno jer je koeficijent uz x? pozitivan)
Prema tome:

-42<0

2
T2 + 7‘21) T2
711

Fx) =0 =>1330=>( -
11

Pa zaklju¢ujemo da mora vatziti:

: 2
Tll 2 0 1 47‘117'22 2 (le + er) - TZZ 2 0

Relaciju
2
4111155 = (11 + 121)

mozZemo napisati u obliku
4 det[r] = (rp — 121)*
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Za uslov pasivnosti dobijamo:

r11=20, 1320, det[r] = (ryz —rz1)?

Za reciprocne elemente vazi:

T2 =721
pa za uslov pasivnosti dobijamo:

111 >0, L)) >0, det [7"] >0

Slicno, preko ostalih parametara, uslov pasivnosti glasi:

1) g11 =0, g, =0, det[g] = (g1, — g21)% za reciprotne elemente ovo
det[g] = 0

2) hy; =0, hy, =0, det[h] = (hy, — hy)?, za reciproéne elemente ovo
det[h] =0

3) ky; =0, ky, =0, det[k] = (ki — k1)?, za reciproéne elemente ovo
det[k] =0

4) % >0, % >0, 4a;,a,, = (1+ det[a])?, za reciprotne elemente ovo
21 21
a1a,, =1

5) % >0, I;ﬁ >0, 4b;1b,, = (1 +det[b])?, za reciproéne elemente ovo
21 21
bi1byy 2 1

Pitanje 30.

Kontrolisani generator.

se

se

se

se

se

svodi

svodi

svodi

svodi

svodi

na

na

na

na

na

Kontrolisani generatori su rezistivni elementi sa dva pristupa koji se na izlaznim krajevima ponasaju kao

generatori (naponski ili strujni), ali vrednost napona odnosno struje tih generatora nije nezavisna ve¢ je

odredena ulaznom veli¢inom (naponom ili strujom).

y =kx
x € {uq, i1}
y € {uy, iy}
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Naponski generator kontrolisan strujom (transrezistansni pojacavac)

Karakteristike elementa su:
ul = 0
Uy =7p iy

Karakteristike moZemo predstaviti r-parametrima:

[r] = 0 0]

Ty O

Ulazna i izlazna otpornost elementa su jednake nuli - na ulazu se i fizicki ponasa kao kratak spoj, a na
izlazu kao naponski generator.

Karakteristike moZemo predstaviti a-parametrima:

la] = [1?7”0 g]

Na osnovu matrice r-parametara uslov reciprocnosti je 11, = 1,1 pa zaklju€ujemo da ovaj element nije
reciprocan. Isto zaklju¢ujemo i iz matrice a-parametara.

Na osnovu matrice r-parametara uslov pasivnosti je
2
T =0, T2 20, det[r] = (r1; —121)

prva dva uslova su zadovoljena, ali treéi nije, pa zakljuCujemo da je ovaj element aktivan. Isto
zakljuéujemo i iz matrice a-parametara.

Strujni generator kontrolisan naponom (transkonduktansni pojacavac)

Karakteristike elementa su:

i1:0

lp =Y u
Karakteristike moZemo predstaviti g-parametrima:

0 0

1=, o

Ulazna i izlazna provodnost elementa su jednake nuli, odnosna ulazna i izlazna otpornost su beskonacne.

Karakteristike moZzemo predstaviti a-parametrima:
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=[]

Na osnovu matrice g-parametara uslov recipro¢nosti je g2 = g»1, pa zakljuéujemo da ovaj element nije
reciprocan. Isto zaklju¢ujemo i iz matrice a-parametara.

Na osnovu matrice g-parametara uslov pasivnosti je
91120, 922 20, detlg] = (912 — 921)*

Prva dva uslova su zadovoljena ali treéi nije, pa zakljuéujemo da je ovaj element aktivan. Isto
zaklju¢ujemo i iz matrice a-parametara.

Strujni generator kontrolisan strujom (strujni pojacavac)

Karakteristike elementa su:

u1= 0
iZZVil

Karakteristike moZemo predstaviti h-parametrima:

0 0
m=[,
RI=1,
Ulazna otpornost i izlazna provodnost elementa su jednake jednake nuli, odnosna izlazna otpornost je
beskonacna.
Na osnovu matrice h-parametara uslov reciproc¢nosti je h,, = —h, pa zaklju¢ujemo da ovaj element nije

reciprocan.
Na osnovu matrice h-parametara uslov pasivnosti je

h11 > 0, h22 > 0, det[h] = (h12 - h21)2

Prva dva uslova su zadovoljena, ali treéi nije, pa zakljuéujemo da je ovaj element aktivan.
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Naponski generator kontrolisan naponom(naponski pojacavac)

Karakteristike elementa su:

ip=0

Uy = 11Uy
Karakteristike mozemo predstaviti k-parametrima:

=, o

Ulazna otpornost elementa je beskonacna, a izlazna je jednaka nuli.

Na osnovu matrice k-parametara uslov reciproc¢nosti je k;, = —k,; pa zaklju¢ujemo da ovaj element
nije reciprocan.

Na osnovu matrice k-parametara uslov pasivnosti je:

ki1 =0, kzz =0, det[k] > (k1 — k21)?

Prva dva uslova su zadovoljena, ali treci nije, pa zakljuCujemo da je ovaj element aktivan.

Pitanje 31.
Operacioni pojacavac i osnovna kola sa operacionim pojacavacima.

Operacioni pojacavac (OP) je naponski generator kontrolisan naponom, pa su njegove karakteristike

i1:0
Uy = HUq
Rul:oo
Riz:0

Karakteristika idealnog operacionog pojacavaca je u — o0, odnosno pojacanje je veoma veliko (teoretski
je beskonacno). Kod takvog pojacavaca svakom konacnom izlaznom naponu u, # 0, odgovara ulazni
napon vrednosti

Uz
Uy =_|,u,—>oo_) 0.

Kako je u; = 0 odlika kratkog spoja prikljucaka 1 i 1’ to se za ulazne prikljucke OP-a kaze da su virtuelno
kratkospojeni.
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Realni operacioni pojacavac

Kod realnih OP-a, s obzirom na veliko pojacanje (1 > 10%) ulazni napon je blizak vrednosti nula u

aktivnoj radnoj oblasti.

Pri veoma malim vrednostima ulaznog napona (oko nule) karakteristika je linearna sa nagibom p. Pri
vec¢im vrednostima ulaznog napona karakteristika smanjuje nagib - pojacanje u opada. Pri vrednostima
ulaznog napona u; > uy4i u; < uyq nastaje zasicenje (saturacija) pojacavaca, Sto znaci da je izlazni
napon jednak (priblizno) naponu saturacije V.t odnosno —Vg,:q, a pojacanje opada na nulu.
Zakljucujemo da se realan OP ponasa kao linearan element u veoma uskoj oblsti ulaznih napona —

1% Vsat . v . .
%td <u < %, dok se za ulazne napone van ovog opsega na izlazu ponasa kao idealan naponski

generator sa vrednostima napona Vs, 4, 0dnosno —Vgeq.

VORS00 004
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Kola sa idealnim operacionim pojacavacima

Negativna povratna spreqa

Prosirenje linearne oblasti rada OP-a se ostvaruje primenom negativne povratne sprege.

L
A\ WW—>

izl

Karakteristike idealnog OP-a
i_:i+:0:i2:i1
u1 == 0 - UA = 0
jednacine kola su:
. . Ug
ug - Rlll = ll = R_ (1)
1
Uiy = —Ry = —1Ry (2)

Uvrstavanjem (1) u (2) dobijamo
Uy = ——Ug, =
izl R1 g R1
Ovim smo linearnu oblast ulazno-izlazne naponske karateristike prosirili. Sada zasiéenje nastupa pri
vrednostima generatora:

_ Vsatg
Ugg =4
_ Vsatd
ugd = 0
uZ
ol PV e
Mgd
“Ugg : u o
70—
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Linearni sabira¢
A

1 +,) 1
i l\
- YA'A o
b u. R, u'(>V+ * u °
izl + izl
—y YN +
pr— ()Mg] Rl u
- —V\\M _— izl
R,
—— AW
R,
Kolo reSavamo superpozicijom.
U+ = 0
u=vy,—v_=0
Pa sledi:
v_ =0,

Sto znaci da je mreZa otpornika kratko spojena.

=i, =0=i,=1i

u
o . Ug
ugl = Rlll = 1 = _R
1
o _ .
U, =—i4R
uvrstavanjem i; u poslednju jednacinu dobijamo
&) R
U, =——u
izl g1
Ry

Konacno, primenom superpozicije dobijamo

n
Uiz = Z kiug;, k; = —R/R;
i=1
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Integrator

i_=i+=0$i2=i1
u1=0ﬁvA=0

, , Ug
ug :R111:>11:R_

1

1 t
il = iz = CleuC == Uec = C_f il(T)dT
2J—
t

Ujz1 = —Uc = TG i1(7)dt
2J—0

uvrstavanjem i; u prethodnu jednacinu dobijamo:

1 t
Uiy = —mf_wlg(r)dr

Kolo za diferenciranje

i_=i,=0=>i,=10

u=0=>v,=0

Uy = U

i1 = CiDu, = C1Duyy
Uiz = —Ryi; = —Ryiy

uvrstavanjem i; u prethodnu jednacinu dobijamo:

Uiz = —RyC Dy .

y . I d
! Operator D oznacava diferenciranje po vremenu, D = ,
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Pitanje 32.
Idealni transformator. Svojstvo konvertovanja impedanse.

Idealni transformator ima ta¢no dva nenulta elementa u matricama parametara.
Postoje dva tipa idealnog transformatora.

Karakteristika idealnog transformatora opisana je relacijama:

Tip |
ul = muz
.
1 = m
m 0
@=[5 1]
Tip Il

U, = —mu,

i1= lz/m

-m

=170 ]

Bezdimenzioni broj m > 0 naziva se prenosni broj idealnog transformatora (odnos transformacije).

Pored a-parametara, idealan transformator ima jos i b-, h- i k-parametre. Nema r- i g- parametre jer se
ne moZze predstaviti u strujno kontrolisanom niti naponsko kontrolisanom obliku.

Ovo je u sustini rezitivan element, pa se njegov uslov pasivnosti svodi na

p(t) = u ()i (1) + uy(8)iz(t) 2 0.

Posto je p(t) = 0 za svako uy, iy, u,, i, sledi da je element pasivan, tacnije bez gubitaka. Otuda i naziv
idealni jer on ukazuje da element ne trosi nikakvu energiju veé se energija uloZzena na jednom pristupu
bez ikakvih gubitaka predaje mreZi vezanoj za drugi pristup elementa.

Na osnovu matrice a-parametara uslov reciproc¢nosti je det [a] = 1 pa zakljuCujemo da je ovaj element
reciprocan.
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Uslov simetri¢nosti izraZzen a-parametrima glasi:

a1 = dz2
a u ovom slucaju se on svodi na
1
m=—=m=1.
m

Naziv transformator se ovde koristi iz dva osnovna razloga. Prvi je taj $to se ovim elementom vrSi
transformacija otpornosti (u opstem slucaju impedanse), a drugi je taj Sto se ovim elementom pri
izvesnim aproksimacijama i uslovima mozZe opisati induktivni transformator.

Osobina konvertovanja impedanse jeste jedna od osnovnih osobina koja se koristi u primeni idealnog
transformatora. Neka je dato kolo sa dve mreZe sa jednim pristupom N; i N, i idealnim transformatorom
prenosnog broja m.

i i, L i
+ + +

Neka je mreza N, linearna®, dobro definisana® i strujno kontrolisana. Za pristup te mreie vazi u, =
f(i3), gde f(i3) predstavlja funkcionalnu zavisnost napona u, od struje i; te mreze.

Karakteristike idealnog transformatora su:

U, = mu,

. 1. 1,

1= ——l, =—1
m m 2

u =mf(i) =-mf(i,) =mf(mi;) = myf(iy)

Veza napon-struja na ulazu u; — iy je isto oblika u; = f (i), izuzev linearnog koeficijenta koji iznosi

m2.

Iz ovoga sledi da mreZa N;, vezana za pristup 1 idealnog transformatora "vidi" ekvivalentnu mrezu N,,,
koja je istog sastava (topologije) kao mreza N,, uz napomenu da je izvrSena tranformacija impedansi.
Svaki otpornik otpornosti R; mreze N, "preslikan" je na primarnu stranu u vidu otpornosti R;, = m?R;,
svaki induktivni kalem L; "preslikava se" u Lj, = mzL]-, a svaki kondenzator elastanse S, = 1/C, u

2 .. . .. . . . . . . . ..
Mreza je linearna ako se sastoji od linearnih elemenata. Veza izmedu napona i struje na pristupu toj mrezi ne
mora biti linearna.
3 o .
Nemamo pojma $ta ovo znaci
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Ske = m2S,, $to znadi da je izvriena transformacija impedansi i to sa istim znacenjem (jer se kao skala
faktor javlja poztivna vrednost m?). Idealan transformator se zbog toga naziva i pozitivni impedansni
konvertor.

Na isti na¢in za naponsko kontrolisanu mrezu N,, opisanu vezom i;, = g(u) na primarnoj strani bi se
dobila veza u-i oblika: i; = 1/m? g(u;). To znadi da se svaki otpornik provodnosti G; mreie N,,
preslikava na primarnu stranu u otpornik provodnosti: G;, = G;/m?, svaki kalem recipro¢ne
induktivnosti I; = 1/L; preslikava se u [}, =I‘j/m2, a svaki kondenzator kapacitivnosti Cj se

preslikava u Cy,, = Ci/m?, pri éemu je topologija mreze N,, ista kao i mreze N,.

Pitanje 33.
Idealni Zirator. Svojstvo invertovanja impedanse.

Idealni Zirator ima tacno dva nenulta elementa u matricama parametara.
Postoje dva tipa idealnog Ziratora.

Karakteristika idealnog Ziratora opisana je relacijama:

Tip |
Uy = —riy
uz = T'il
[0 —r
M= 7
Tip 1l
u1 = le
U, = —riy
10 r
F1=1_.

Bezdimenzioni broj r > 0 naziva se Ziratorska otpornost.
Pored r-parametara, idealan transformator ima jos i g-, a- i b-parametre. Nema h- i k- parametre.

Ovo je u sustini rezistivan element, pa se njegov uslov pasivnosti svodi na

p(t) = u ()i (t) + ux(D)ir(£) =0
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Posto je p(t) = 0 za svako uy, iy, u,, i, sledi da je element pasivan, tacnije bez gubitaka. Otuda i naziv
idealni jer on ukazuje da element ne trosi nikakvu energiju vec se energija ulozena na jednom pristupu
bez ikakvih gubitaka predaje mreZi vezanoj za drugi pristup elementa.

Na osnovu matrice r-parametara uslov reciproénosti je r;, = r,;. Ovde vaZi da je 1y, = —1y4, pa je
idealni Zirator antireciprocan.

Osobina invertovanja impedanse jeste jedna od osnovnih osobina koja se koristi u primeni idealnog
Ziratora. Neka je dato kolo sa dve mreze sa jednim pristupom N; i N, i idealnim Ziratorom Ziratorske
otpornostir.

LN DL EPLN
F S5+ n
N,| (Y ) ( u,| IN, |:> Ny (% |Ng
——— < .

Neka je mreza N, linearna, dobro definisana i strujno kontrolisana. Za pristup te mreze vazi u, = f(i3),
gde f(iy) predstavlja funkcionalnu zavisnost napona u, od struje i, te mreze.

Karakteristike idealnog ziratora su:

Uy = —Tiy, =ri}

, . U;
= —1 = —
Uy =i =y =
R U W T |
h=—f)= ;f(T) =)

: S 1 y o : . g
Veza napon-struja na ulazu uy-i; je: i; = r—zf(ul), $to znaci da se strujno kontrolisana mreza N, vezana

. . . . . . 1 .
za izlaz Ziratora preslikava u ekvivalentnu naponsko kontrolisanu mreZu N,,, sa skala faktorom = Mreza
N,. je dualna mreZi N, u smislu da svakom otporniku otpornosti R; mreZe N, odgovara provodnost

R; - . . . - . Lj
Gi. = T—Z‘ u mrezi N,,, svakom kalemu induktivnosti L; odgovara kondenzator kapacitivnosti C;, = r—;, a
1 . . . .
svakom kondenzatoru elastanse S, = = odgovara kalem induktivnosti Ly, = r2/S. Topologija mreze
k

N, dualna je topologiji mreze N, u smislu da rednoj vezi elemenata odgovara paralelna veza i obrnuto.
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Pitanje 34.
Negativni impedansni konvertor i invertor.

Negativni impedansni konvertor ima tacno dva nenulta elementa u matricama parametara

Postoje dva tipa negativnog impedansnog konvertora.

Karakteristika negativnog impedansnog konvertora opisana je relacijama:

Tipl
u; = ku,
il = lz/k
k 0
@=lo _ipl
Tip 1l
ul = —ku,

[a] = [_ok 1(/)k]

Pored a-parametara, negativni impedansni konvertor ima jo$ i b-, h- i k-parametre. Nema r- i g-
parametre jer se ne moze predstaviti u strujno kontrolisanom niti naponsko kontrolisanom obliku.

Ovo je u sustini rezistivan element, pa se njegov uslov pasivnosti svodi na

p(t) = u ()i (8) + ux(0)ir(£) =0

Posto je p(t) = 2u,i,, a u, i i, medusobno nezavisne veli¢ine, p(t) moZe biti negativna veli¢ina, pa je
negativni impedansni konvertor aktivan element.

Na osnovu matrice a-parametara uslov reciproénosti je det [a] = 1, a posto je det [a] = 1 zakljudujemo
da je ovaj element antireciprocan.

Slicnim postupkom kao kod transformatora (pozitivni impedansni konvertor) zaklju¢ujemo da negativni
impedansni konvertor vrsi konverziju impedanse ali sa negativnim predzankom. Ako se za izlazne krajeve
spoji pasivni otpornik otpornosti R; > 0 element se, gledano sa ulaznih krajeva ponasa kao otpornik
negativne otpornosti: R;, = —k?R;. Na isti nadin se i induktivnost Lj, vezana za izlaz preslikava u

Lj, = —kZLj, a kapacitivnost Cy, u negativnu kapacitivnost Cx, = —Cj/k?, odnosno proizvoljna mrea
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N, spojena za pristup 2 preslikava se u mrezu N,, iste topologije, ali sa elementima navedenih
negativnih vrednosti.

Negativni impedansni invertor ima tacno dva nenulta elementa u matricama parametara

Postoje dva tipa negativnog impedansnog invertora

Karakteristika negativnog impedansnog invertora opisana je relacijama:

Tip |
u1 = _riz
Uy = =TI
[0 -—r
=" 7]
Tip 1l
Uy =ri,
uZ = Til
_ [0 r

Pored r-parametara, negativni impedansni invertor ima jo$ i g-, a- i b-parametre. Nema h- i k-
parametre.

Ovo je u sustini rezistivan element, pa se njegov uslov pasivnosti svodi na
p(t) = u ()i () + up ()i (t) =0

Posto je p(t) = 2u,i,, a u, i i, medusobno nezavisne veli¢ine, p(t) moze biti negativna veli¢ina, pa je
negativni impedansni invertor aktivan element.

Na osnovu matrice r-parametara uslov reciprocnosti je 1y, = 1,1, $to jeste ta¢no, tako da zakljuujemo
da je ovaj element reciprocan.

Uslov simetri¢nosti izrazen r-parametrima je r;; = 1y,, Sto jeste tacno, tako da zaklju¢ujemo da je ovaj
element simetrican.

64| TEK skripta



Element se ponasa slicno Ziratoru - vrsi invertovanje impedanse vezane za izlazni pristup, ali sa
negativnim predzankom. Svakom otporniku, kalemu i kondenzatoru iz mreZe N,, sa vrednostima R;, L,

2
. . . r . v
Cx, odgovaraju elementi vrednosti: R;, = — Cje = —Lj/1?, Ly, = —1*Cy, ekvivalentne mreze N,
gledano sa ulaznog pristupa. Topologija preslikane mreZe se menja na isti nacin kao i u slu¢aju Ziratora.
Topologija mreze N,, dualna je topologiji mreZe N,: rednoj vezi elemenata odgovara paralelna veza i

obrnuto.

Pitanje 35.
Realizacije rezistivnih elemenata sa dva pristupa u opstem slucaju.

Svaki rezistivni element sa dva pristupa moze se realizovati pomocu kontrolisanih generatora i linearnih
otpornika.

Element opisan r-parametrima

Uy = Tp1lq + 11202

Uy = Tpqlp T+ 12213

moze se realizovati mrezom sa dva otpornika i dva transrezistansna pojacavaca.

Element opisan g-parametrima

l1 = g11U1 T 12Uz

Iy = G211 + g22Uy

moze se realizovati mrezom sa dva otpornika i dva transkonduktansna pojacavaca.
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Element opisan h-parametrima

Uy = hyqly + hypu,

ip = hpqiy + hpou,

moZze se realizovati pomocu dva otpornika, jednog naponskog pojacavaca i jednog strujnog pojacavaca.

Element opisan k-parametrima

i1 = kq1Uy + kqzi;

Uy = kaquy + koals

moze se realizovati pomocu dva otpornika, jednog naponskog pojacavaca i jednog strujnog pojacavaca

Realizacija T-mreZe

Sledecim postupkom nalazimo parametre T-mreZe. Element opisan r-parametrima

Uy = Ty1lg + 1120
Uy = Tpql1 + 1213

TransformisSimo jednacine na sledeci nacin:

Uy = Tyqiy + Tiply + Tl — gl = (g — 1) i + T3 (i +iq)
—_—
Ta Tp
= Tp1lq + Toply + Tply — T2lp
Uy = Toqly + (rpp — 112)lp + T1plp + T2l — 11204
(ryp —1y2)ip + T2 (ix +iy) +iq (21 — 712)
~— —_——
Tc b m

Ta =111 —T12

S
I

~

N

Te =T —T12

Tm =121 —T12

66 | TEK skripta



36. Realizacije idealnog transformatora pomocu kontrolisanih generatora

Jednacine idealnog transformatora za Tip I:

u1 = muz
. I
W= ——
! m
MoZemo ih predstaviti h-parametrima:
[0 m
m=[_ 7

odakle sledi da se ovaj element moZe realizovati pomoc¢u jednog naponskog i jednog strujnog
generatora

Ako ih predstavimo k-parametrima:

0o - 1/m]

Yn 0

[k]=[

transformator realizujemo na sledeéi nacin:

Slicno se realizuje i idealni transformator Tipa II.

U praksi bi se strujni pojacavac realizovao bipolarnim tranzistorom, a naponski pojacava¢ pomocu OP-a
sa negativnom povratnom spregom, s tim $to ovakvi pojacavaci nisu idealni: imali bi parazitne efekte
(pre svega konacnu ulaznu i izlaznu otpornost), pa bi se i realizovani element razlikovao od idealnog
transformatora.
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Pitanje 37.
Realizacija idealnog zZiratora pomocu kontrolisanih generatora.

Jednacine idealnog Ziratora za Tip I:

Uy = —riy
uz = Til
MozZzemo ih predstaviti h-parametrima:
0 -r
r| =
[r] [r 0

odakle sledi da se ovaj element moZze realizovati pomocu dva idealna naponska generatora kontrolisana
strujom (transrezistansnim pojacavacima).

Ako ih predstavimo g-parametrima:

=12,

odakle sledi da se ovaj element moze realizovati pomocu dva idealna strujna generatora kontrolisana
naponom (transkonduktansnim pojacavacima).

¢+l1> l l<12+.

ul 8~ g22=0 I/l2
T 8u, 8u,; T

o— L .

Sli¢no se realizuje i idealni Zirator tipa Il.

Realizacija pomoc¢u dva kontrolisana naponska generatora je narocito pogodna, jer se operacionim
pojacavacima mogu ostvariti kvalitetni kontrolisani generatori tog tipa.
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Pitanje 38.
Induktivni elementi sa dva pristupa - osnovne jednacine

Ovi elementi su poznatiji pod nazivm induktivni transformatori i opisanu su relacijama:

Fi(Pq, @y, 01,0,8) = 0
Fz(cbl,cbz,il,iz,t) == 0

gde su @, d,, i, i, — fluksevi i struje na pristupima elementa.
Ako se karakterstika elementa moze iskazati relacijama

@, = f1(iy,i2)
&, = f(i1,3)

tada je element strujno kontrolisan.

Ako se karakterstika elementa moze iskazati relacijama

ij = fl(q)pcbz)
iy = f2(Py, D)

tada je element kontrolisan fluksom.

Pristup 1 nazivamo primar, a pristup 2 sekundar.

Struja i; u primarnom namotaju sa N; zavojaka stvara magnetsko polje Fl, koje ¢e delom postojati u
sekundarnom namotaju, a struja i, u sekundarnom namotaju sa N, zavojaka stvara magnetsko polje

fl_z), koje ¢e delom postojati u primarnom namotaju, Sto znaci da je fluks jednog namotaja odreden
sopstvenom strujom, ali i strujom drugog namotaja (pristupa):

@, - Ukupan fluks primara.
@, - Ukupan fluks sekundara.

@, ; - Sopstveni fluks primara izazvan sopstvenom strujom

Ako sopstveni fluks razdvojimo na deo fluksa koji ne sudeluje u sprezi kalemova (®,4) i na deo fluksa
koji sudeluje (Py1) mozemo pisati @11 = ;1 + DPyy

Odnosno, za jedan navojak:
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@ . . . . . .
Cbgll) = N—lll— Sopstveni fluks jednog navojka primara izazvan sopstvenom strujom

@ _ 5O, 5@
D1 =P+ Py
®,, — Sopstveni fluks sekundara izazvan sopstvenom strujom.

Ako sopstveni fluks razdvojimo na deo fluksa koji ne sudeluje u sprezi kalemova (®,,) i na deo fluksa
koji sudeluje (Pp2) mozemo pisati @,, = O, + Dy,

Odnosno, za jedan navojak:

@ . . . . .
Cbglz) = %— Sopstveni fluks jednog navojka sekundara izazvan sopstvenom strujom
2

@ _ 5@ (1)
Dy = Dy + Py

@, — Fluks primara izazvan strujom sekundara.

)
Byp = Ny @Dy = Ny —=
N,
@, — Fluks sekundara izazvan strujom primara.
o)
a1 = Np® Dy = N — =

D =Dy + Py
Dy = Dy, + Dy,

Znaci £ uz medusobne flukseve oznacavaju da se oni sabiraju ili oduzimaju od sopstvenog fluksa, zavisno
od nacina motanja kalemova i orjentacije struje u njima.

Kod transformatora postoji zajednicko magnetsko polje primara i sekundara, tj. kalemovi su induktivno
spregnuti.

Konvencija o tackama: Ako struje primara i sekundara imaju orijentacije ka (ili od) oznacenih krajeva,
tada se medusobni fluks sabira sa sopstvenim. Ako je jedna struja orijentisana ka, a druga od oznacenog
kraja, tada se sopstveni i medusobni fluksevi oduzimaju.
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Pitanje 39.
Linearan transformator

Linearan transformator je element koji ima samo induktivna svojstva i koji je linearan, odnosno fluksevi
su direktno srazmerni strujama koje ih izazivaju. Koeficijent srazmernosti je induktivnost i za model
fizickog transformatora uvek ¢emo smatarti da je on pozitivan. Posmatraéemo samo vremenski
nepromenljiv transformator.

®y1 = L1gly
Dyp = Lyl
Dy1 = Lpgly
Dy = Lpzip

L11, Ly, - sopstvene induktivnosti, L1,, L1 - medusobne induktivnosti.

Uslov reciprocnosti za induktivne transformatore je
Lip =1Ly
Bezdimenzioni broj m = N—1 nazivamo odnos tranformacije (prenosni broj transformatora). Tada je:
2

Dy =Dy + Dy = Lygiy + Lyip
Dy = Dyy + Dy = Lypip £ Lyl
D1 =Dgq + Pyg = Lgriy + Pyug = Lygly

D4 .
D,y = N2¢(1)M1 = NZN_ = Lyi; =

D1 =Dg1 + Pyg = Lgrly + Pyg = Lygfy
Dyp1 = mLyqiy

} = L11 = L0'1 + mL21
Sli¢no,

Lz = Loz + Ele
Ls4 i Ly nazivaju se rasipna induktivnost.

Sledece oznake se ravnopravno koriste

L1 = L11: LZ = Lzz .
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Napon na krajevima transformatora:

y 23 dh o dip

17 de Lde — 712 gt
dg, diy di,
=—2 = 4+, — +L,—
2 T 217gq, Thegy

Koeficienti lineranog transformatora.

Koeficijent rasipanja iskazuje koji deo sopstvenih flukseva ne sudeluje u sprezi kalemova. Za primar

q)al

0-1 =
cblll

gde je @4 rasipni fluks primarnog namotaja. Za sekundar

Dy

Oy = —
(DZZ’

gde je @, rasipni fluks sekundarnog namotaja.

Koeficijent zajednickih flukseva iskazuje koji deo sopstvenih flukseva sudeluje u sprezi kalemova. Za
primar
_ Dyy mlyy

k, = )
YTy, Ly

gde je @4 zajednicki fluks primarnog namotaja. Za primar

_ Py 1Ly
ky=—"=—-+7-7,
©y; mL,
gde je @, zajednicki fluks primarnog namotaja.

Koeficient rasipanja i zajednickih flukseva su komplementarni:

k1+ 0-1: 1
k2+ 0y = 1.

Koeficijent sprege transformatora je

k = W/klkz B

za njega uvek vazi:

0<k<1,
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a za reciprocne elemente vaii i

— L12

JLL,

tj.
Liz = kyLyL,
Za k = 0 —nema sprege, kalemovi su usamljeni.

Za k = 1 —nema gubitaka, kalemovi su savrieno spregnuti.

Pitanje 40.
Energija i pasivnost linearnog transformatora.

Neka su parametri reciprocnog, vremenski nepromenljivog linearnog transformatora L; - sopstvena

induktivnost primara, L, - sopstvena induktivnost sekundara, k - koeficijent sprege. Vazi L, = k\/m.
Opsti uslov pasivnosti
W (ty) + a(ty, t) =0
W (t,) —akumulirana energija u trenutku t,
a(ty, t) —rad koji se ulaze u transformator u periodu od t, do t > t,.
a(te, t) = W(t) — W(to) + am(to,t)
Za vremenski nepromenljiv linearni transformator vazi a,, (ty,t) = 0, pa je
a(te, t) = W(t) — W(top)
Pa se uslov pasivnosti svodi na
W) =0
W (t) — akumulirana energija u trenutku t.

UloZeni rad moZemo predstaviti i na sledeéi nacin:
t

Aty t) = f p(D)de

0

gde
p(6) = uy )iy (t) + uz ()i (¢)

predstavlja ulaznu snagu elementa.
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Napon na krajevima transformatora:

Ao, o diy di,

M= T Flizgr dt
dg, diy di,
= —= = + —_— —_—
2 T L2 a T L2 dt

p(t) = (L1Diy  L1;Diy)iy + (L Diy £ Ly,Diy)iy

= Da(t,, t)
=DW(t) - DW (t,)
=0,jer je W(tg)=const
_aw ()
Cdt
dw (t) _1 di, di, di, ) diz dri 1
T 11— i tL, (L1 T + iy dt) Lyi, — i a2 L1L1 I Lipiqiy + 2L2L2]

w(t)

1 1
Wi(t) = L111 + Ly,iqi, + =

+ > L,i>

Dakle, linearan transformator je pasivan ako:

1 1
w(t) = —L111 + Lipiqiy + = Lzlz 0

Odnosno:
L
L2 |x2+2-2x+ 2| >0,
1 Ly
gdejele:—l.
2
Neka je
Ly, L,
=x2+2—x+—.
fx)=x*+ Lt

Uslov pasivnosti je zadovoljen u dva slucaja:
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Slucaj 1.

Ly =>0if(x)=0

2

L, L
fx)=20 = D<0 = 4——-4-—<0
L3 Ly

Zaklju¢ujemo da mora vaziti:

13, < LqL,
Odnosno,
0<Lip <4LiLy
pa sledi
0<k<1.
Slucaj 2.

Li<0if(x) <0
Ovo ne mofZe biti zadovoljeno jer je koeficijent uz x? pozitivan, a i L; je uvek pozitivno.
Ako posmatramo matricu
=]l )
ClEL Ly

uslov pasivnosti je
det[L] = 0.

Podrazumeva se da su induktivnosti pozitivne vrednosti.

Pitanje 41.
Transformator sa savrSenom spregom.

Za savrSen transformator (k = 1) vazi da nema rasipanja fluksa, pa sledi

CD0-1=0:>L0-1=0
CDO'ZZO:LO'Z:O

Ly = L1 = Loy + mLyy = mlLyy

1
Ly =Ly = Lgy +EL12 = ELlZ

Za reciprio¢an element Ly, = Ly, paje LiL, = L2,.Sledi Ly, = \/LL,.
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Napon na krajevima savrSenog transformatora je

1
=L,|Di;, +—Di
Uy 1( ll_m lz)
—Ll(lD' +D')
uz—m m lp T Ul

= u; = tmu,

Savrseni transformator je induktivni element. Da bi postojao napon (razli¢it od nule) na njegovim
pristupima, potrebno je da se fluks menja sa vremenom t. Zato linearni transformator, a time i savrseni
transformator kao specijalni slucaj linearnog transformatora ne prenose konstantne signale. Nasuprot
tome, idealan transformator je rezistivan element i kod njega nema tih ogranicenja.

Pitanje 42.
Ekvivalentna T-Sema linearnog transformatora.
Posmatajmo reciprocan, vremenski nepromenljiv linearni transformator
[ I l
IS c 2 —I>— Y m nmm

*~—> < ® z

+ o o + + L

a
u, Ll LZ u, <:> u,

/ -~
+é

VW
la
=
<
N

Obratiti paznju da su doniji krajevi transformatora kratko spojeni

Linearni transformator se mozZe predstaviti ekvivalentnom T mrezom ¢iji parametri L,, Lj, L. nisu u
medusobnoj sprezi.

Do ekvivalentne Seme dolazi se na slededi nacin.

Polazimo od jedacina transformatora:

di, di,
= hig t ey
di, di,

Uy = Ly T + L, FTl
Znak ,+“ odgovara oznakama na slici.

. V. v. . . . . v di di ..
Ako prvu jednacinu prosirimo dodavanjem i oduzimanem ¢lana Lq, d—tl, a drugu sa L, d—tz, dobijaju se

jednacine:
di, d(iy +iy)
u; = (Ly — LlZ)E + Ly, T
di, d(iy +iy)
U, = (L — L12)E + Lqy —dr

76 | TEK skripta



Odgovarajuce relacije mreze T su:

di d(i, +1i
= Lgoa A ti)
dt dt
L di, d(iy +iy)
U, =L,— _
27 g T At
pa da bi mreZe bile ekvivalntne potrebno je da je:
Ly =L — Ly, Ly =Ly — Ly, Lo =Lqp
kada se fluksevi sabiraju, odnosno:
Ly =L+ Ly, Ly =Ly + Ly, Le=—Lq,

kada se fluksevi oduzimaju.

Pitanje 43.
Ekvivalentna Sema linearnog transformatora koja koristi savrSeni transformator.

Za dobijanje ove ekvivalentne mrezZe potrebno je posmatrati sopstvene flukseve rastavljene na rasipne
flukseve i flukseve koji su zajednicki za oba namotaja:

D1y = Pgq + Pyq = Lgiiy +mlyqiy

. 1 .
Dy = DPyp + Py = Lgpiz + ELzﬂz

Ly =L = Loy + mlLy;

Ly =Ly; =Lgy + EL12

Za reciprocan element vazi L1, = L.

ol Ly, L
+ J ° + -+
u, L, L, u, <:> u,
@ @ g

Jednacine linearnog transformatora se mogu predstaviti u obliku:

di; di,
u; = (Lgg + mL12)E+ L12¥

AR di;
= (oo + 2ohaa) G + L
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Znak ,,+“ odgovara oznakama na slici.

Jednacine linearnog transformatora se mogu predstaviti kao:

di, di,

uy = (Lgy + mLyy) T t Ly ac
R S Sy

uz—( 82+E 12) ac = 125‘*‘ 12

Sledi da se fluksevi sabiraju.

Ove relacije moZemo pisati:

di, ,
Uy = Lgq ’T +uy
di, ,
U, = L(gz E + u,
gde je
di, di,
U = leZE‘ 1275
di;, 1 di,
u; = +Ly, dt — Elqz dt
Transformator sa induktivnostima
11 =mlLy,

L 1L
22 = b1z

! p—
12 — L12

je sa savrSenom spregom — njegov koeficijent sprege je:

I __ &2
k UL
11~22

Rasipanje smo izvodili u vidu induktivnosti Lg; i Lso.
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Pitanje 44.
Ekvivalentna Sema linearnog transformatora koja koristi idealan transformator.

1 Ly, L L'y, i}

I i) n:l I
e > < o
+ > % + + ® % + + ° e +
U, L L, u, u', u, U L', L'y u,

Jednacine recipro¢nog linearnog transformatora sa prve slike su:

di; di,
u =1Ly P + Ly, P
di,  di,

Uy, =Lip— +L,—
2 12 dt 2 dt
uvodimo smene u), = nu, i, = — i koje odgovaraju transformatoru na drugoj slici.

Jednacine koje odgovaraju relacijama idealnog transformatora prenosnog broja n koji je prikazan na
slici 2.
Ovim smenama jednacine postaju:
di, dij
&~ ()3
[ dij

di; )
U = (nlqz)a_ (n LZ)E

u; =1Ly

Ove jednacine odgovaraju transformatoru na trecoj slici, a parametri imaju vrednost:
! _ ! a2 ! _
Ly, =Ly, 22 = N°Ly, Ly, =nly,

Tredi transformator moZemo prikazati i ekvivalentnom T-mrezom. ldealni transformator sprecava
galvansku vezu ulaznog i izlaznog prikljucka.

L1 - nle ”lsz - nL, A n:l i2
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broj n moze biti proizvoljan, mada je najbolje da je jednak prenosnom broju transformatora:

u tom slucaju je:

Ly —nlip =Ly —mLyp; = Lgy
nsz - nLlZ = msz - leZ = m2L52
nle = leZ

s obzirom na svojstvo konvertovanja idealnog transformatora $ema moze biti:

i Ls i Lg m:1

EIREN:

ako je transformator savréen tadaje Lg; = 0, Ls, =0, Ly = mLy, = m?L, .
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Pitanje 45.
Transformator sa viSe namotaja.

Transformator sa viSe namotaja je induktivni element sa vise pristupa. Induktivni element sa tri pristupa
je opisan relecijama

Fl((bl! CDZ' CD3, 1:1, iz, i3, t) =0
FZ (q)ll CDZI CD31 ill i21 i31 t) =0
F3 ((Dll CDZJ CD37 ilu I:Zl i3r t) =0

Ako je element i-kontrolisan i linearan, tada se on moZe opisati sledeéim relacijama

Dy = Lyqiy + Lypi; + Lysis
Dy = Lyl + Lypip + Lysis
@3 = L3qly + L3pip + L3zl

ili u matricnom obliku

gde je [F] matrica flukseva, [L] matrica induktansnih parametara, a [i] matrica struja. Za recipro¢ne
elemente vazi L;; = Lj;, zaj # L.

Medusobne induktivnosti imaju algebarsko znacenje (bitno je da li su pozitivne ili negativne). Induktivni
element sa tri pristupa fizicki se stvaruje stavljanjem tri kalema sopstvenih induktivnosti L; = L;;,
i = 1,2, 3 na zajednicko jezgro. Sopstvene induktivnosti uvek smatramo pozitivhim.

Zgodno je i medusobne induktivnosti smatrati pozitivnim, a da znaci ,,+“ i ,—“ ukazuju na medusobnu
orijentaciju flukseva, koji poticu od razlicitih struja.

U konkretnom slucaju prilazanom na slici, smatrajuéi da je re¢ o strujno kontrolisanom, linearnom i
reciprocnom elementu, karakteristika elementa je

@y = Lyqiy — Lypi; + Lysis
_Lllzll + L2.212 - L2.3l3
@3 = Lyziy — Lygly + L3ziz

N
|
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Pitanje 46.

Formiranje osnovnih jednacina linearnih elektri¢nih kola.
Analiza elektricnih kola podrazumeva odredivanje odziva (struja i napona). Pod ekscitacijom
podrazumevamo struje i napone generatora, a akumulisane energije predstavljaju pocetne uslove. Oni
su definisani kao struje kalemova i naponi kondenzatora. i (o), uc;(to)-

Za kolo kome odgovara povezan graf sa b grana i ¢ ¢vorova osnovne jednacine kola su oblika

b
(KZS) Eaklil=0; k=121 n=c—1
=1
b
(KZN) Zbklul —0; k=12.,m; m=b-n *)
=1

(KE) F,(x¢,Ye,t) = 0; l=1,2,..,b

gde su ay;, by u kirhofovim jednacinama (KZS) i (KZN) su koeficijenti sa vrednostima +1, -1, 0. (KE) su
karakteristike elemenata, gde x,,y, € {i,u, q, }.

Jednacine (*) u opStem sludaju predstavljaju sistem nelinearnih, i vremenski promenljivih (sa
koeficijentima koji zavise od vremena) diferencijalnih jednadina po promenljivima w;, i; — Sto je
odredeno karakterom elementa u kolu. Kada su elementi u koli linearni i vremenski nepromenljivi

Up; = Riig;, i=1,..,bg bg — broj otpornika u kolu
di;
(KE) u; = L %, i=1,..,b, b; — broj kalemova u kolu
AU
ic; =C; ;ita i=1,..,bg, b — broj kondenzatora u kolu

Zamenom ovih relacija u (KZS) i (KZN) dobijamo sistem linearnih diferencijalnih jednacina sa
konstantnim koeficijentima pa naponima i strujama grana.
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Pitanje 47.

Svodenje jednacina kola na jednu diferencijalnu jednacinu odziva.

Polazeci od sistema jednacina kola odredimo red kola. Neka je to r. Sistem linearnih diferencijalnih
jednacina r-tog reda (dmatramo da elementi kola linearni i vremenski nepromenljivi) moZe se preurediti
u pogodniji oblik za reSavanje. Sistem mozZemo svesti na jednu diferencijalnu jednacinu r-tog reda, po
zeljenoj promenljivoj y € {u;,i;}, L =1, ..., b, b-broj grana u kolu. Dakle, eliminiSemo sve promenljive
osim y i sistem jednacina kola se svodi na

dry(e) drly(0) 0 YO = Fo,

a — a_ — cee
Toder 1 ger-1 Loget

gde je a;, i =0,1,...,r konstante koje zavise od parametara mreZe vezane za krajeve nezavisnih
generatora, F(t) funkcija vremena koja je odredena nezavisnim generatorima.

Zgodno je svesti da a,, = 1. Ovde uvodimo operatorizvoda D = %. Gornja jednacina sada postaje
AD)y(t) = F(t)
gde je A(D) operatorski polinom nad promenljivom y(t) oblika

AD)=D"+a,_ D" '+ 4+a;D+a, (a=1)

Pitanje 48.

Svodenje jednacina kola na sistem jednacina stanja.

Sistem linearnih diferencijalnih jednacina elektricnog kola r-tog reda moZe se svesti na sistem od r
nezavisnih diferencijalnih jednacina prvog reda po promenljivima koje definisu stanje elektricnog kola.
Promenjive veli¢ine kojima se opisuje stanje kola su promenljive stanja, a dobijeni sistem diferencijalnih
jednacina prvog reda jeste sistem jednacina stanja.

Za promenljive sistema biramo uc)* i ijj(t)° jer se u tom slucaju direktrno koriste stvarni pocetni uslovi

i reSavanje kola je jednostavnije.

Jednacine stanja piSemo u obliku:
Dx; = Fl(xl, ey Xp; €1, e €g; t)
Dx, = F.(xq, ...:,xr; €1, -, g t)

ReSavanjem ovog sistema dobijamo promenljive kola.

* naponi kondenzatora
> struje kalemova
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Pitanje 49.
Kako se odreduje red sistema jednacina kola.

Red sistema linearnih diferencijalnih jednacina koje opisuju linearno i vremenski nepromenljivo kolo
jednak je ukupnom broju nezavisnih kalemova i kondenzatora.

r:bL+bC_nL_mC

gde je b; - broj kalemova, b - broj kondenzatora n; - broj kalemskih preseka i m; - broj
kondenzatorskih petlji. Drugim recima red sistema je jednak ukupnom broju nezavisnih pocetnih uslova,
a pocetni uslovi su upravo odredeni L, C elementima.

Pitanje 50.
Sta su kalemski preseci, a $ta kondenzatorske petlje?

Posmatramo kalemski presek (presek koji sadrZzi samo kalemove i eventualno strujne generatore) na
slici.

Jednacina | Kirchhof-ovog zakona za ovaj presek je:
_i1+i2_i3_ig4:0

odakle sledi da su struje kalemova linearno zavisne, odnosno umesto tri postoje samo dva linearno
nezavisna pocetna uslova.

Posmatramo kondenzatorsku petlju (petlju koja sadrizi samo kondenzatore i eventualno naponske
generatore) na slici.

Jednacina Il Kirchhof-ovog zakona za ovaj presek je
U — Uy + U3 — Uy —UGs = 0.

odakle sledi da su naponi kondenzatora linearno zavisni, odnosno umesto cetiri postoje samo tri
linearno nezavisna pocetna uslova.
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Pitanje 51.
Osnovna svojstva diferencijalne jednacine odziva. llustracija kroz primere.

Primeri za kola sa jednom ekscitacijom

Primer 1. Posmatamo prosto RC kolo, koje sadrzi akumuliranu energiju. Jednacine kola sa slike su

Ugp = Uc (2)
ic = CDu, 3)
. Ugp Uc

= —= — 4-
LR R R 4)

uc(0-)=U, (5)
i ovaj sistem je najlak3e resavati po u, jer imamo pocetni uslov u-(0 —) = U,. Zamenom (3) i (4) u

(1) dobijamo diferencijalnu jednacinu po naponu kondenzatora:

1
DuC + 0

— u. =
RC ¢
Gornji sistem jednalina se moZe reSavati i po nekoj drugoj promenljivoj iy ili i..

Lako se dobija diferencijalna jednacina po struji otpornika

. 1
DLR +E1R =0

odnosno diferencijalna jednacina po struji kondenzatora

. 1
ch+ﬁlc=0

Primer 2. Jednacine kola sa slike su

g =l¢ D
Ug = uc +ug (2)
uR = Rlc (3)

ic = CDu, 4)
uc(0-)="U, (5)

i ovaj sistem je najlakse resavati po u. jer imamo pocetni uslov u-(0 =) = Uy. Zamenom (3) i (4) u (2)
dobijamo diferencijalnu jednacinu po naponu kondenzatora

1

DuC + ﬁug

RCMe ™

Gornji sistem jednacina se moZe reSavati i po nekoj drugoj promenljivoj up ili i..
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Lako se dobija diferencijalna jednacina po naponu otpornika

Dugp + EUR = Duy

odnosno diferencijalna jednacina po struji kondenzatora

1 1
—Du

DLC+ELCZR g

Primer 3. Jednacine kola sa slike su

ugp =uc =Rip (1)
ig=1Ig+ic (2)
ic = CDu, 3

uc(0-)=0U, 4

i ovaj sistem je najlak$e resavati po u. jer imamo pocetni uslov u.(0 —) = Uy. Zamenom (1) i (3) u (2)
dobijamo diferencijalnu jednacinu po naponu kondenzatora

1

Duc +ﬁuc = Elg

Gornji sistem jednacina se moZe reSavati i po nekoj drugoj promenljivoj iy ili i..
Lako se dobija diferencijalna jednacina po struji otpornika

. 1 1
DlR +ELR :ﬁl‘g

odnosno diferencijalna jednacina po struji kondenzatora

Di. + R—lcic = Di,
Na osnovu pokazanih primera zakljuéujemo da su u slucaju linearnih i vremenski nepromenljivih kola
jednacine odziva oblika linearnih diferencijalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima. To nam
omogudava da primenjujemo bilo koju linearnu operaciju nad celom diferencijalnom jednadinom, a da
se karakter jednacine ne promeni. Konkretno, to znaci da na osnovu diferencijalne jednacine po jednoj
(ma kojoj) promenljivoj, moZzemo odrediti diferencijalnu jednacinu po bilo kojoj drugoj promenljivoj
primenom odgovarajucih linearnih operacija.
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Takode, zaklju¢ujemo da su diferencijalne jednacine za ma koju promenljivu oblika
AD)y(t) = F, . (t),
pri cemu vazi sledede:

- homogeni deo jednacine A(D) je isti za sve promenljive.
- nehomogeni deo F, . (t) se javlja samo ako postoji ekscitacija e(t). Oblik ove funkcije odreden je
i ekscitacijom i promenljivom y po kojoj je formirana diferencijalna jednacina.

Primeri za kola sa vise ekscitacija

Primer 4. Jednacine kola sa slike su

ug =uc+ug (1)
ig=1ig+ic 2)
ic = CDu, 3)
ug = —Rip 4)
uc(0-)=U, (5)

i ovaj sistem je najlak$e reSavati po u. jer imamo pocetni uslov u-(0 —) = U,. ReSavanjem sistema
dobijaju se sledece diferencijalne jednaline za promenljive uc, i, ig

1 1 1
(D+ﬁ)“6=?g+wﬂ

I ) 1
(D +—) ic = Dig, +EDug

RC
1\ . 1 1
(D +E> lp = —EDug +ﬁlg

Primer 4 je potvrda jednog znacajnog svojstva linearnih i vremenski nepromenljivih kola — principa
superpozicije koji tvrdi da pri delovanju dva ili viSe generatora u kolu, odziv u ma kojoj grani kola moze
se odrediti kao suma pojedinacnih odziva na svaku od ekscitacija pri isklju¢enim ostalim ekscitacijama. U
nasem slucaju se primer 4 pri iskljuéenom strujnom generatoru svodi na primer 2, pri isklju¢enom
naponskom generatoru na primer 3, a pri islju¢ena oba generatora na primer 1.
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Na osnovu svega o formi diferencijalne jednacine koja odreduje odziv u kolu mozemo zakljuciti sledece:

1) Ako u kolu deluje jedan generator, diferencijalna jednacina je oblika

(D" + a,_y D"  + -+ a;D + ag)y(t) = (bgD? + by_y D97t + -+ by D + by )e(t)

Sto krace pisemo
AD)y(t) = By,e(D)e(t) = Fy,e ()

Operatorski polinom A(D) je isti® za ma koju promenljivu y(t), dok polinom By,e(D) zavisi i od
promenljive po kojoj formiramo diferencijalne jednacine i od ekscitacije e(t).

2) Ako u kolu deluje vise generatora e, e,, .. , e4 tada su pojedinacni odzivi odredeni

diferencijalnim jednacdinama
A(D)y61 ) = By,el (D)ey(t)
A(D)Ye,(t) = By e, (D)e;(¢)

A(D)Ye, (1) = By o, (DYey(8)

gde je g broj generatora. Sa Yeyr 1 Ve, je oznacen isti odziv, ali pri delovanju razlicitih

ekscitacija. Sumiranjem pojedinacnih odziva dobijamo ukupan odziv
A(D)y(t) = By (D)e(t)

pri éemu je

g
Bye(D) = ) By (D) er(®)

9
OEDENO
i=1

Sistem mozemo resiti reSavanjem pojedinacnih odziva i njihovim sumiranjem, ali reSenje
mozemo dobiti i reSavanjem jedne diferencijalne jednacine koja je oblika

9
ADIY® = ) [Byi(DIei(®)] = Fye(®.

Detaljnije o resavanju diferencijalnih jednacina u knjizi “TEK1” 246-253 str. ili ponistiti Matematiku 2 pa
gradivo uciti ponovo sa razumevanjem :P

® postoje slu¢ajevi kada nije isti, tako bar piSe u knjizi, nemamo pojma
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Pitanje 52.

Odredivanje sopstvenog odziva.
Sopstveni odziv nastaje u kolima sa akumuliranom energijom, kada nema ekscitacija. Oznacavamo ga sa

Vo (t). Opisan je homogenom diferencijalnom jednacinom
AD)y,(®) =0
Cije je reSenje oblika:

1) koreni karakteristicne jednacine su prosti

)
yo(®) = ) KDt
i=1

gde je r red kola odnosno diferencijalne jednacine, a donja crta oznaka za kompleksan broj.

2) postoje visestruki koreni karakteristicne jednacine (neka je S; koren reda p, a ostali koreni su

prosti)
T
Vo) = (KD + tK® + - 4+ tP7IK )2t Z KD gSit
i=p+1
Karakter (realan ili kompleksan) integracionih konstanti K(i) odreden je karakterom korena S;.

Integracione konstante ﬁ(") odreduju se iz poznatih stvarnih pocetnih uslova:

uc, (07) = Ugy
I’LJ(O_) = 10]

Za odredivanje svih r konstanti potrebno je r nezavisnih relacija, koje uspostavljaju vezu ovih konstanti
sa stvarnim pocetnim slovima. Te relacije, poznate i kao izvedeni pocetni uslovi, opisane su vrednostima

promenljive koju posmatramo i njenih (r — 1) izvoda u trenutku t = 07

y(0%), Dy(0%), D?y(0*), .., D""'y(0%)
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Pitanje 53.
Sopstveni odziv u kolima prvog reda.

Kola prvog reda sadrze samo jedan dinamicki element C ili L i rezistivnu mreZu Ny vezanu za njegove

krajeve.
[ [
s C. L
+ +
—_ U, ]’L u,
U,C ’
L | N, N

Proizvoljna rezistivna mreZa se ekvivalentira Thevenin-ovim odnosno Norton-ovim generatorom, a zbog
nepostojanja ekscitacije u; = 0 odnosno iy = 0, pa se Ng svodi na Ry odnosno na G. Opsti slu¢aj kola
prvog reda ovim postupkom ekvivalentiramo prostim RC ili RL kolom.

I I

G, ® .

- uC N — uC +
U,C =0 U,C _

—— —_——- —— T
lL iL

L
+ : + R,

Analiza RC-kola

ir+ic=0 (D
Up = U (2)
ic = CDu, 3)

iR:%R:% (4)

uc(0-)=0U, (5)

i ovaj sistem je najlakse resavati po u. jer imamo pocetni uslov u (0 =) = U,.
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Zamenom (3) i (4) u (1) dobijamo diferencijalnu jednacinu po naponu kondenzatora:

Du; + 0

RC' ™

1
(D +E)UC:0

1
AD) =D +—
(D)=D+—--

Karakteristican polinom je
A(S)=S+7=.

Koren polinom je realan

napon kondenzatorazat = 0 je

uc(t) = Ke_%.
Konstantu K odredujemo iz poc¢etnog uslova:
uc(07) =K
Zadovoljen je uslov neprekidnosti napona kondenzatora
uc(0%) =uc(07) =K = U,

konacno odziv je

t
uc(t) = er_ﬁ = erat = er_aot

Posto je operatorski polinom A(D) isti za sve promenljive u kolu one se menjaju po istom
eksponencijalnom zakonu.

-SLIKA-

Za pasivna kola veli¢ina ag = % je pozitivna i naziva se ucestano3¢u prigusenja jer pokazuje kojom
brzinom opadaju amplidude odziva u kolu, dok se T = RC naziva vremenska konstanta kola, koja u
vremenskom domenu ukazuje na brzinu kojom opadaju amplitude odziva u kolu. Grafi¢ka interpretacija
vremenske konstante: to je trenutak kada amplituda napona kondenzatora opadne na 1/e od svoje
maksimalne vrednostiut = 0.
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-SLIKA-

Posle tri vremenske konstante, uaostali napon kondenzatora iznosi 5% pocetne vrednosti, a posle pet
vremenskih konstatnti zaostali napon je manji od 1% u odnosu na pocetnu vrednost.

Za kola prvog reda kazemo da su bez gubitaka kada je rezistivha mreZa u vidu otvorene veze (G, = 0) ili
kratkog spoja (R; = 0) i tada odzivi zadrzavaju pocetnu konstantnu vrednost. Ukoliko kolo nije ni
pasivno ni bez gubitaka onda je aktivno.

Pitanje 54.

Sopstveni odziv u kolima drugog reda. Aperiodicni rezim.

Kola drugog reda, bez ekscitacija, sadrze dva nezavisna reaktivna (dinamicka) elementa i rezistivnu
mrezu N, bez unutrasSnjih generatora. Proizvoljna rezistivna mreZa se ekvivalentira Tevenenovim
odnosno Nortonovim generatorom, a zbog nepostojanja ekscitacije uy = 0 odnosno iy = 0, pa se Ng
svodi na Ry odnosno na Gy.

I,,L
U()]’ Cl 01 1

U()Z’ CZ [ L
N N 022

Diferencijalna jednacina odziva je oblika:
(D? + a;D +ag)y(t) =0
sa (izvedenim) pocetnim uslovima:

y(0%) = £1(07)
Dy(0%) = f,(0™)

gde su vrednosti f; (0%) i f,(0%) izrazene stvarnim po&etnim uslovima: u. 0° 1 "

Posmatrajmo kolo sa slike
u u u
U,C 11N
— 1 2 3
I,L
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Jednacine kola su
ic=ip=ig=1Ii
Uc+ug+u, =0

i, =i=CDu,
up = Rig = Ri
u; = LDi; = LDi

uc(07) = U,

i, (07) =1,

odakle moZemo nadi diferencijalnu jednacinu po jednoj promenljivoj, neka je to napon kondenzatora u,

R 1
(DZ +ZD +E)uc(t) =0

R 1
A(D)=D2+ZD+E=D2+alD+a0

Karakteristicni polinom je

R 1
A(§)=§2+Z§+E=§2+a1§+a0

sa korenima
2 2
R R 1 a; aj

2= 50t sz T 2 a %

Lln

Veli¢inu ag = 1/LC oznatiéemo sa w2, a wy = \/a—o = 1/VLC se naziva ulestanost nepriguienih
oscilacija, jer u kolu bez gubitaka postoji prostoperiodiu¢ni sopstveni rezim sa ucestano$cu wg. Veli¢inu
a; = R/L oznaci¢emo sa 2a, a @ = a; /2 = R/2L naziva se ucestanost prigusenja. Koren karakteristi¢ne
jednacine mozemo pisati

= 2 _ 2
S12=—at [af—wp

Na osnovu oblika korena karakteristicne jednacine razlikovaéemo tri slucaja:

1) a > wy, korenisurealniirazliCiti:s;, =0, = —ax

2) a = wy, koreni su realni i dvostruki: s, = 0y = —a = —w

3) a < wy, koreni Cine konjugovano-kompleksni par: s, , = 0y + jw; = —a ij\/wg — a?
Odgovarajudi odzivi, za slucajeve 1, 2, 3 jesu aperiodi¢ni, kriti¢ni i pseudoperiodicni, respektivno.

Pri tome, ako je kolo striktno pasivno, tada je Re{gllz} < 0, a ako je kolo bez gubitaka, tada je
Re{gl'z} = 0, dok u slu¢aju kada je Re{gl,z} > 0, re€ o aktivnom kolu.
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Aperiodicni rezim (a > w,)

U ovom slucaju koreni su realni i razliciti
Sip=—atB=o0,
B = ’az —wi<a
pri éemu je wy = \/a—o = \/%, a=a,/2=R/2L.
Resenje diferencijalne jednacine
y(t) = KWeot + K@ g2t
konkretno, za napon kondenzatora:
uc(t) = KWeit 4 K@Dt

Racunanje integracionih konstanti:

uc(0%) =uc(07) = Uy = K® + K@

1 1 I
Duc(0%) = =i, (01) = =1,(07) = EO =0, K® + g,K@

T C
sledi da je
002 — 1 /1
KD C_ (_0_ U)
0y — 01 2p\C %2l
~Upoy + 1 /I
K(2)= C :__(_O_O-IUO)
0, — 0y 2p\C
Konacno,
1 /I, - 1 /I, )
—_— | — — 1t__ —_— Uzt
uc(t) Zﬁ(C azUo)e Zﬁ(C o.Uy | e

Na osnovu napona kondenzatora lako moZzemo naci i struju kalema:

ic(t) = CDuc =iy, (¢) = i(¢)

i (0) = (I, = Co,Uy)et — 22 (I, — CoyUy)et
L Zﬁ 0 2Y0 Zﬁ 0 1Y0
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Dijagrami uc(t) i iy (t):

Ue(t)

U, |
® ! |
o {
X—x 0(t) :
S, N i !
T

>~
=~ /
< |
~

Aperiodicni reZim RLC kola drugog reda: poloZaj sopstvenih ucestanosti i vremenski oblici odziva.

U ovakvom kolu nema oscilatornog (periodi¢nog) karaktera sopstvenog odziva, odnosno nema razmene
energije izmedu kalema i kondenzatora jer su gubici veliki.

Pitanje 55.
Sopstveni odziv u kolima drugog reda. Kritican rezim.

Kola drugog reda, bez ekscitacija, sadrze dva nezavisna reaktivna (dinamicka) elementa i rezistivnu
mrezu Np bez unutrasnjih generatora. Proizvoljna rezistivna mreza se ekvivalentira Tevenenovim
odnosno Nortonovim generatorom, a zbog nepostojanja ekscitacije uy = 0 odnosno iy = 0, pa se Ng
svodi na Ry odnosno na Gy.

Diferencijalna jednacina odziva je oblika:
(D? + a1D + ay)y(t) =0
sa (izvedenim) pocetnim uslovima:

y(0%) = £1(07)
Dy(0%) = f,(07)

gde su vrednosti f;(0%) i f,(0%) izrazene stvarnim poéetnim uslovima: u,. 0" 1 o’

Posmatrajmo kolo sa slike

-SLIKE-
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Jednacine kola su:
ic=ip=ig=1Ii
Uc+ug+u, =0

i, =i=CDu,
up = Rig = Ri
u; = LDi; = LDi

uc(07) = U,

i, (07) =1,

odakle moZemo nadi diferencijalnu jednacinu po jednoj promenljivoj, neka je to napon kondenzatora u:

R 1
(DZ +ZD +E)uc(t) =0

R 1
A(D)=D2+ZD+E=D2+alD+a0

Karakteristicni polinom je

R 1
A(§)=§2+Z§+E=§2+a1§+a0

sa korenima

R RZ 1 a, |a?

=—— ——— = ——a,

2T T a2 T T 27

g

Veli¢inu ag = 1/LC oznatiéemo sa w2, a wy = \/a—o = 1/VLC se naziva ulestanost nepriguienih
oscilacija, jer u kolu bez gubitaka postoji prostoperiodiu¢ni sopstveni rezim sa ucestano$cu wg. Veli¢inu
a; = R/L oznaci¢emo sa 2a, a @ = a;/2 = R/2L naziva se ucestanost prigusenja. Koren karakteristi¢ne
jednacine mozemo pisati

= 2 _ 2
S12=—at [af—wp

Na osnovu oblika korena karakteristicne jednacine razlikovaéemo tri slucaja

1) a > wy, korenisurealniirazliCiti:s;, =0y, = —a+

2) a = wy, koreni su realni i dvostruki: s, = 0y = —a = —w

3) a < wy, koreni Cine konjugovano-kompleksni par: s, , = 0y + jw; = —a ij\/wg — a?
Odgovarajudi odzivi, za slucajeve 1, 2, 3 jesu aperiodi¢ni, kriti¢ni i pseudoperiodicni, respektivno.

Pri tome, ako je kolo striktno pasivno, tada je Re{gl,z} < 0, a ako je kolo bez gubitaka, tada je
Re{gl,z} = 0, dok u slu¢aju kada je Re[gllz} > 0, re€ o aktivnom kolu.
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Kriti€an rezim (a = wy)
Koreni karakteristicne jednacine su realni i dvostruki:
Si2=0=—a=—wy=—5-=———

Resenje diferencijalne jednacine

y(t) = (KW + tK@)eont
Konkretno, za napon kondenzatora

uc(t) = (KW + tK@)eot
Racunanje integracionih konstanti

uc(0%) =uc(07) = Uy = K@

1 1. I
Duc(0%) = ELL(0+) =zu(0)=7= o K® + K@
sledi da je
Iy
K(Z) == E - 01U0
Konacno:

10 oyt
uc(t) = U0+t E—O'1U0 e 1

1
=  Uy(1—ogyt)e’t +Eote"1t

Na osnovu napona kondenzatora lako moZzemo naci i struju kalema:
ic(t) = CDuc =i (t) = i(t)

U
i,(t) = I[h(1 + oyt)e%rt — Tote"lt

97 |TEK skripta



Dijagrami uc(t) i iy (t):

Ue(?)

] +

I

1)
tZ

2

L

Y

Slicno kao i za aperiodi¢an rezim u ovakvom kolu nema oscilatornog (periodi¢nog) karaktera sopstvenog
odziva, odnosno nema razmene energije izmedu kalema i kondenzatora jer su gubici veliki, samo je
proces prigusenja brzi. Ovaj rezim se naziva kriti¢ni jer razdvaja apreiodi¢an rezim od pseudoperiodi¢nog
rezima.

Pitanje 56.
Sopstveni odziv u kolima drugog reda. Pseudoperiodican rezim.

Kola drugog reda, bez ekscitacija, sadrze dva nezavisna reaktivna (dinamicka) elementa i rezistivnu
mrezu Np bez unutrasnjih generatora. Proizvoljna rezistivna mreza se ekvivalentira Tevenenovim
odnosno Nortonovim generatorom, a zbog nepostojanja ekscitacije uy = 0 odnosno iy = 0, pa se Ng
svodi na Ry odnosno na Gy.

-SLIKE-

Diferencijalna jednacina odziva je oblika:
(D? + a;D + ag)y(t) =0
sa (izvedenim) pocetnim uslovima:

y(07) = f,(0%)
Dy(0%) = f,(0™)

de su vrednosti f;(0%) i £,(07) izraZene stvarnim pocetnim uslovima: u. 07 1., "
g 1 2 p c L
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Posmatrajmo kolo sa slike

-SLIKE-

Jednacine kola su
ic=ip=ig=1i
Uct+ug+u, =0

i.=1=CDu,
ug = Rip = Ri
u; = LDi; = LDi

uc(07) = U,

i, (07) =1,

odakle moZemo nadi diferencijalnu jednacinu po jednoj promenljivoj, neka je to napon kondenzatora u:

R 1
(DZ +ZD +E)uc(t) =0

R 1
A(D)=D2+ZD+E=D2+alD+a0

Karakteristicni polinom je

R 1
A(§)=§2+Z§+E=§2+a1§+a0

sa korenima

R RZ 1 a, |a?

= —— ——— = ——a,

2T T a2 T T 27

g

Veli¢inu ag = 1/LC oznatiéemo sa w2, a wy = \/a—o = 1/VLC se naziva ulestanost nepriguienih
oscilacija, jer u kolu bez gubitaka postoji prostoperiodiu¢ni sopstveni rezim sa ucestano$cu wg. Veli¢inu
a; = R/L oznaci¢emo sa 2a, a @ = a;/2 = R/2L naziva se ucestanost prigusenja. Koren karakteristi¢ne
jednacine mozemo pisati

= 2 _ 2
S12=—at [af—wp

Na osnovu oblika korena karakteristicne jednacine razlikovaéemo tri slucaja
1) a > wy, korenisurealniirazliCiti:s;, =0y, = —a+

2) a = wy, koreni su realni i dvostruki: s;, = 0y = —a = —w
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3) a < wy, koreni Cine konjugovano-kompleksni par: s, , = 0y + jw; = —a + jJwi — a?
Odgovarajuci odzivi, za slucajeve 1, 2, 3 jesu aperiodicni, kriticni i pseudoperiodicni, respektivno.

Pri tome, ako je kolo striktno pasivno, tada je Re{§1,2} < 0, a ako je kolo bez gubitaka, tada je
Re{gllz} = 0, dok u slu¢aju kada je Re{§1,2} > 0, re¢ o aktivnom kolu.

Pseudoperiodican rezim (a < w,)

Koreni karakteristi¢ne jednacine su realni i dvostruki:
Sip=—atjw =0t jw;

wy = ’wg—az

Resenje diferencijalne jednacine
y(t) = K(1)€§1t + K(Z)e§zt
Konkretno, za napon kondenzatora:
uc(t) — K(l)e&t + K(Z)eé'zt
$to moZemo izraziti ekvivalentnim oblikom
uc(t) = e *ucy, cos(w t + §)
Racunanje integracionih konstanti

uc(0Y) =uc(07) =Uy =KD + K@

1 1 I
Duc(0%) = =i, (01) ==, (07) = = = KD + S,k

sledi da je
Iy I
KO = OJ_?:ﬁ_j(an-l_E)
= T8 2 20,
Iy I
+= Uga + =
K® = 0= C:ﬂ+j(0 C)
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Konacno,

Iy
U Uoa + ¢ , U
uc(t) = 70_]-(275) e(-atjont 4 704_]'
1

(Voa + Ifo_) o (—a—jopt

2wq

1 1
uc(t) = e %t [Uo cos(w,t) + o (aUO + EO) sin(a)lt)]
1

Na osnovu napona kondenzatora lako moZzemo naci i struju kalema:

ic(t) = CDuc =i, (¢) = i(¢)

1 U
ip(t) = e * |I,cos(wt) — — (alo + TO) sin(wlt)]
1

Odnosno,
uc(t) = Upme % cos(w t + 6;),
ip(t) = I ne % cos(wyt + ;)
sa
Iy o
Io a 2 o (Cw + w_UO)
Uem = \/Ug + (C_a)1 + w—lUO) , 0. = arctg 1U0 L
Uy a
I = 12+(£+11>2 Y, = arct, _(L_wl-l_w_llo)
tm = |l Loy wlo ) L= g I
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Dijagrami uc(t) i iy (t):

@ Lo
!
Sixeron @, T =2
' : I ! 0, !
O-1=. - al 0- . %
X Lt
2 |
!

L !
\:t;” {tz” /-\ ........ S -

ve . TS . 2T . —
U ovakvom kolu rezim je pseudoperiodi¢an sa pseudoperiodom T; = — obvojnicom +Y,,e"% =
1

iYme‘t/T, gde T ima znacenje vremenske konstante.

Pitanje 57.

Sopstveni odziv u kolima viseg reda.

Ako kolo sadrzi vise od dva dinamicka elementa kazemo da je re¢ o kolu viseg reda. Odredujemo
sopstveni odziv, pa posmatramo kolo bez generatora, sa akumuliranom energijom. Neka je red kola r.
MozZemo odrediti diferencijalnu jednacinu po bilo kojoj promenljivoj.

A(D)y,(t) =0

Operatorski polinom je
A(D) = DT + ar_lDr_l + -+ alD + ag,

karakteristi¢ni polinom je
A(S)=S"+a,1S"M+taS+a,

i moZe se izraziti preko svojih korena:

A(s) = (s—s1)(s —52) (s~ 57).
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Razlikovacemo slucajeve:

Koreni karakteristi¢ne jednacine su prosti (s; # S, # -+ # S;).

Koreni su realni: s; = a;. Tada je y,;(t) = k;e’, gde je k; € R.

Dakle, sopstveni odziv se moze predstaviti u obliku sume odziva koji odgovaraju ¢lanovima prvog
reda:

,
¥o®) = ) ket
k=1

Koreni su kompeksni: s; = o; + jw;. U sluéaju da postoji jedan kompleksan koren, tada postoji i
njemu konjugovano kompleksni koren s;,1 = s; = g; — jw; , jer su koeficijenti karakteristicnog
polinoma a; realni.
Tada je o ; (t) = k;ei, gde je
ki = kg + jkc,
dok je
Yoirt(t) = kiypesit,
gde je
kiy1 = kg —Jjkc.

| ovde se sopstveni odziv moZe predstaviti u obliku sume odziva koji odgovaraju ¢lanovima prvog
reda, ali je zgodno grupisati parove kompleksno konjugovanih korena:

Yo () = ¥0,:(t) + ¥o,141(8) = 2Re[yg; ()] = Vieme it cos(w;t + i)
k=1,2,..,s, gde je s broj konjugovano kompleksnih parova.

Koreni karakteristicne jednacine su visestruki. Neka postoji jedan visestruki koren, neka je to
koren s; reda p:

S1 =52 =" = Sp, Sp+1 F Sp42 F 1 F S

Tada je

Yo(0) = (ks + thy + -+ P M Jest + ) et
i=p+1

Dakle, sopstveni odziv u kolu viseg reda se mozZe predstaviti u obliku sume odziva koje odgovaraju
¢lanovima prvog i drugog reda. Odnosno, kolo viseg reda svodimo na kola prvog odn. drugog reda.
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Pitanje 58.
Osnovni vremenski oblici ekscitacija.

Ekscitacije u elektriénim kolima date su naponima i strujama nezavisnih generatora.

Konstantna funkcija

Ekscitacija koja je u vremenu opisana konstantnom funkcijom oblika: e(t) = E = const, Vt, pri ¢emu je
u elektrotehnici re¢ o naponu ili struji konstantnog generatora: u, (t) = Uiili ig(t) = 1.

U praksi, generator koji nema ni pocetak ni kraj kao sto je ovaj ne postoji, moguce je ostvariti ekscitaciju
koja bi se u odredenom vremenskom intervalu menjala po odredenom zakonu.

U realnom slucaju, konstanta funkcija je razli¢ita od nule dok traje delovanje generatora.

Heaviside-ova (odskocna) funkcija

Generator oblika e(t) = E = const. ukljuéujemo u kolu u trenutku t = t,.

o]

t=0 linearno

U -+ neprom.
. kolo bez
M(l) energije

y(t)
——o-

Konkretno, neka je t, = 0, i neka je to naponski generator ug(t) = U koji se prekidatem P spaja sa
mrezom N koja nema nezavisne generatore niti akumuliranu energiju (napon na njenim krajevima je bio
0). Pri zatvaranju prekidaca P potreno je neko vreme da napon u(t) dostigne U. Dakle, postoji prelazni
rezim. Ovo prelazn vreme moZe biti krace ili duZe zavisno od oblika mreze M ali realno gledano, nikad ne
mozZemo imati trenutnu promenu (vreme trajanja prelaznog rezima ne moze postati jednako nuli).

Ako funkciju u(t) podelimo njenom amplitudom U, dobija se funkcija istog oblika ali bez dimenzije i sa
jediniénom amplitudom koja se naziva realna odskocna funkcija i koja je definisana sa:

0, t<o0
he(t) =4€(0,1), 0<t<ce
1, t=¢
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U granicnom procesu kada interval € teZi nuli, dobija se idealna odskoc¢na funkcija, poznatija kao
Heaviside-ova funkcija:

L (0 t<o0
ho = limhe ) ={] o
Ako je ty # 0, odgovarajuéa funkcija bi bila pomerena po vremenskoj osi — pomerena
Heaviside-ova funkcija:
0 t<t,
h(®) = {1 t>td

Heaviside-ova ekscitacija se moZe opisati izrazom: e(t) = Eh(t), gde amplituda E odraZava prirodu
funkcije, 5to je u konkretnom slucaju za napon i struju nezavisnih generatora: uy (t) = U h(t),

iy(£) = IR(L).

Preciznija simulacija Heaviside-ovog generatora:
.}( ® —0
to
+

_ +
- 5) w®) = Quw=Una)

4 —
Odnosno, generator ima otpornost 0 kada je isklju¢en, a ne beskonacnu.
Funkcija sgn(t)

Funckija sgn(t) definisana je kao:

-1 t<0
sgn(t) =10 t=0
1 t>0

$to se moze interpretirati kao: sgn(t) = —1 + 2h(t) ili sgn(t) = h(t) — h(—t), gde je h(t) Heaviside-
ova funkcija. Funkcija sgn(t) je bez dimenzije, tako da bi ekscitacije ovog oblika bile opisane izrazima:
ug (t) = U sgn(t), iy(t) = I sgn(t).
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Usponska funkcija

Usponska funkcija definisana je sa: r(t) =0zat < 0ir(t) = at za t = 0. Jedini¢na usponska funkcija
dobija se za a = 1, a funkcija proizvoljnog nagiba a # 1 dobija se mnoZenjem konstante a i funkcije

r(t). 1zmedu Heaviside-ove i jedini¢ne usponske funkcije postoji veza: r(t) = [.‘h(t)dt = th(t), tj.

h(t) = %.

r(1)

1 1

Jediniéna usponska funkcija ima dimenziju vremena, pa je ekscitacija oblika: e(t) = gr(t) = ?th(t),

Sto je za naponski i strujni generator:
U U ) I I
uy(t) = Fr(t) = Fth(t), ig(t) = ?r(t) = ?th(t)

Ako je t, # 0, odgovarajuca funkcija bi bila pomerena po vremenskoj osi - pomerena usponska funkcija:
r(t —to) = (t — to)h(t — to)

Eksponencijalna funkcija

Ekscitacija oblika eksponencijalne funkcije opisana je sa: e(t) = Ee®. U realnim slu¢ajevima funkcija se
uklju€uje u nekom trenutku t,. Ako je t, = 0, tada je ekscitacija oblika: e; (t) = Ee® h(t), a ako je

to > 0, onda je: e,(t) = Ee®t=top(t — ty) = e;(t — t,). Naponski i strujni generator sa ekscitacijama
u vidu eksponencijalnih funkcija opisani su sa: uy (t) = Ue®, iy (t) = le®.

>0 ) , a0 le)  a<0 fe(t

—/ \
4 5 4
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Prostoperiodicna funkcija

Ekscitacija oblika prostoperiodi¢ne funkcije opisana je sa: e(t) = E,,, cos(wt + y). Re€ je o funkciji sa
amplitudom E,,,, kruznom frekvencijom w, odnosno periodom T = %”, trenutnom fazom (wt + y)i

pocetnom fazom y, odnosno trenutkom prvog maksimuma t; = — % Naponski i strujni generator sa

ekscitacijama u vidu prostoperiodi¢nih funkcija opisani su sa:

uy(t) = Up, cos(wt + )
ig(t) = Ly, cos(wt + ).

Ako se ekscitacija ukljuCuje u trenutku t, = 0, ona je opisana izrazom:
e1(t) = E,, cos(wt +y) h(t),
a ako se ukljucuje u trenutku t, # 0, onda je:

ey(t) = Ep, cos[w(t —to) + Y] h(t - t5) = e (t — tp).

Efektivna vrednost ekscitacije je data sa:

1
NN 2 _Em
E—[?Le(t)dt] =7

Srednja (apsolutna) vrednost je

1 T+T 2Em
Egy ZTJ; |e(t)|dt=T

koja je poznata i pod nazivom srednja poluperiodna vrednost.
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Slozenoperiodi¢na funkcija

Funkcija koja se periodi¢no ponavlja sa periodom T: e(t + nT) = e(t),n = 1, 2, ... ali nije
prostoperiodi¢na naziva se sloZzenoperiodi¢cnom funkcijom. S obzirom da se prema Fourier-ovoj analizi
moze predstaviti sumom prostoperiodi¢nih funkcija u obliku Fourier-ovog reda:

[oe]

e(t) =E, + Z E,(,?) cos(nwyt + y(n))

n=1

gdeje: Ey = %fTHT e(t)dt srednja vrednost funkcije za vreme jedne periode, dok se prostoperiodi¢ne
funkcije: e(")(t) = E,(r?) cos(na)ot + y(")) nazivaju harmonicnim komponentama (harmonicima)
slozenoperiodicne funkcije. Naziv potice od toga sto su frevencije ovih clanova jednake celobrojnom
umnosku frekvencije ponavljanja funkcije: wy = 2?” koja se naziva i kruZnom ucestano$¢u osnovnog
harmonika. Broj harmonika moze biti konacan ukoliko je funkcija e(t) trigonometriski polinom.

Pravougaoni impuls.

Konstantni signal koji se ukljucuje u trenutku t;, a iskljucuje u trenutku t, > t;, moZe se analiticki
predstaviti pomocéu dve Heaviside-ove funkcije:

ug(t) = Uh(t —t;) — Uh(t — t3) = ug;(t) + ug, (1) .

Pseudoperiodi¢na funkcija sa negativnim eksponentom.
Analiticki izraz ove funkcije je:

e(t) = Epe® cos(wyt + 8)h(t)

sa Uy +uy(0%) = Uy cosb, wy = ZT—”
1

Unutar obvojnice koju ¢&ine funkcije U,,e% i - U,,e% nalazi se ukupna funkcija sa pseudoperiodom T;
koja odgovara periodi kosinusne funkcije.
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Pitanje 59.

Svojstvo odabiranja impulsne ekscitacije.

Pod pojmom impulsa podrazumeva se pojava (signal) koji naglo nastaje u trenutku ¢, traje odredeno
vreme ¢ i potom iS€ezava. Za vreme svog trajanja impuls je opisan nekom funkcijom vremena, oznacenoj
na primer sa s(t), tako da se moze predstaviti analitickim izrazom:

0, t<O0
e(t)=4{st) 0<t<e
0, t=>¢

-SLIKA-

Funkcije ovakvog oblika nazivaju se i udarnim funkcijama. Smatra¢emo da su to ogranicene funkcije,

odnosno da je ispunjeno: fj:)o e.(t)dt = fogs(t)dt =F

Za vreme svog trajanja impuls deluje u kolu i izaziva efekt koji je srazmeran povrsini ispod krive s(t),
oznacenoj sa F koja predstavlja jacinu udara posmatrane funkcije. Kada se funkcija e.(t) normalizuje

(deljenjem sa jac¢inom udara F) dobija se funkcija: §.(t) = eglgt), koja je definisana:
0 t<o
s(t
6.(t) = T) 0<t<e
0, t=¢

koja ima isti oblik kao e, (t) sa skaliranim ordinatama za faktor F i sa jedinicnom povrsinom. U
grani¢nom slucaju, kada € — 0, dobija se Dirac-ova funkcija (impuls), §(t) = lim._, 6.(t), koja je
definisana sa:

0 t<O0
6(t)={00, t=0,
0, t=0"

i vaZijos i:

fmdg(t)dt = f0+6(t)dt =1

—0 0

Impulsna funkcija se graficki prikazuje u vidu zadebljane strelice, pored koje se ispisuje vrednost jadine
udara koja odgovara povrsini ispod krive dobijene grani¢nim procesom.

-SLIKA-

dh(t)

Veza izmedu Dirac-ove i Heaviside-ove funkcije je: §(t) = 3 Dirac-ova funkcija koja nastaje u

trenutku t, # 0 naziva se pomerena Dirac-ova funkcija.

Dirac-ova funkcija ima dimenziju frekvencije, pa ja€ina udara imulsne funkcije ima prirodu fluksa za
ugy(t), odnosno kolicine naelektrisanja za iy (t): ugy (t) = ®@8(t), iy (t) = Q6(¢).
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Svojstvo odabiranja

Ovo svojstvo je veoma znacajno za impulsnu funkciju i koristi se dosta u raznim digitalnim kolima
posebno za digitalni prenos informacija. Bilo koji kontinualni signal mozemo diskretizovati u vremenu
primenom svojstva o odabiranju.

Posmatrajmo proizvod proizvoljne neprekidne i ogranicene funkcije f(t) i Dirac-ove funkcije § (t-ty). Taj
proizvod je jednak:

0 t # t,

f®)6(t —ty) = {f(t)5(t _’to) =0, t=t,

i vaZi f:r; F()S(t — to)dt = f(td). Formiranjem proizvoda date funkcije f(t) i Dirac-ove funkcije
postavljene u Zeljeni trenutak t, i integraljenjem tog proizvoda dobija se samo uzorak funkcije u
Zeljenom trenutku t,, f(ty). Na taj nadin moze se izvrsiti diskretizacija proizvoljne funkcije u vremenu.

Blok Sema uredaja za odabiranje:

-SLIKA-

Pitanje 60.
Odredivanje odziva na delovanje ekscitacije.

Smatra¢emo da u kolu nema akumulirane energije odnosno
uc, (07) =0, iLj(O‘) = 0, nema pocetnih uslova.

Neka u kolu deluj jedan nezavisan generator, e(t) € {ug, ig}. Neka je red kola r. U sluc¢aju delovanja vise
generatora ili generatora sa sloZenijim funkcijama ekscitacije primenjujemo princip superpozicije.
Nalazimo diferencijalnu jednacinu po bilo kojoj promenljivoj y(t), y(t) € {u;, i;}

AD)y(t) = Fy((t) = B(D)e(t)

sa reSenjem
y(©) = yn(6) + ¥, (.

Resenje homogenog dela y;, (t) nalazimo iz homogene diferencijalne jednacdine A(D)y(t) = 0

,
E&eﬁlt (s1#Esy % #5,)
=1

yu(t) = P T

Z tIlK |eSt + Z K estt (s1 jeredap)
=1 l=p+1
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Partikularno resSenje je dato funkcijom istog oblika kao nehomogeni deo Fyle(t) koje je odredeno

ekscitacijom. Pa je partikularno resenje opisano funkcijom vremena iste klase kao Sto je funkcija

s e v .

ekscitacije u nekim specijalnim slu¢ajevima.

Pitanje 61.
Odziv na Heaviside-ovu pobudu. Indiciona funkcija.

Neka u proizvoljnom linearnom i vremenski nepromenljivom kolu bez pocetne energije deluje jedan
nezavisan generator sa Heaviside-ovom ekscitacijom:

0, t<0
e®=Er®={; 3,

i neka je y(t) odziv kola. Neka je red kola r. Posto u kolu nema akumulirane energije, pocetni uslovi su
uCk(O_) = 0, lL](O_) = 0.
Tada je odgovarajuca diferencijalna jednacina:

A(D)y(t) = B(D)e(t)

Neka je red polinoma B(D) manji od reda polina A(D). Neka je na primer diferencijalna jednacina

odziva oblika
0, t<o

AD)y(t) = boe(t) = boEh(t) = {bOE =const. t=>0"

Kolo je bez energije, pa su svi odzivi kola za t < 0 jednaki nula. Dok ¢e za t = 0 odziv biti opisan nekom
funkcijom vremena z(t) koju odredujemo iz diferencijalne jednacine odziva. OpsSte reSenje se moze
napisati u vidu

y(t) = z(t)h(t), vt.

Resenje homogenog dela je oblika:

,
E&eﬁlt (s1#Esy % #5,)
=1

yu(t) = P T

Z tIlK |eSt + Z K estt (s1 jeredap)
=1 l=p+1

Partikularno resenje je u vidu konstante jer je pobuda konstantna:
¥p(t) =Y, = const.

Zamenom y, (t) u diferencijalnu jednacinu odziva dobija se
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b
Yp(t) =Y, = a—ZE, ay # 0.

Za odredivanje integracionih konstanti potrebno je poznavati pocetne uslove. Ako je komutacija
regularna vazice: uc, (07) = uc, (07), iL].(0+) = iLj(O_) ali iako to nije ispunjeno do promene pocetnih

uslova moZe dodi jedino usled delovanja ekscitacije tj. vazi:
uck(0+) = OlkE, lL](O+) = IBRE' (ak,ﬁk € [R)

Stoga, ako nema viSestrukih korena,

r

b
y(0*) = Z K; + a_ZE = fi(uc(0%),i,(0%),e(0)) = g1 E

i=1

Dy(0%) = Y §;K; +0 = f,(c(0%), i, (0%),e(0%) = g,
i=1

D™Dy (0%) = Z SPTUKG +0 = f(uc(0),i,(0%),e(0%)) = gnE

i=1

Odakle sledi da su svi koeficijenti srazmerni sa E:
K; = k;E, (i=12,..,1)

Ukupno reSenje zat = 0:

T
b
y(©) =) kieSt +=2)E
i=1 %o

@(t)

Slican je postupak i za slucaj kada postoje visestruki koreni gde se dobija:

p

T
y(@) = Z t' 7k, |esit + z kesit + = | E, t=0

b
a
i=1 i=pt+1 0

@(t)

Konaéno resenje za Vt:

y(t) = F(OE = {(p(%g e

gde je f(t) funkcija koja je okarakterisana mreZzom vezanom za krajeve nezavisnog generatora a ne
zavisi od vrednosti skoka ekscitacije E naziva se funkcija mreZe a definisana za odziv na delovanje
Heaviside-ovog generatora naziva se indiciona funkcija kola.
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o =222 ponm={ % L5,

Moze se dobiti direktno iz polazne diferencijalne jednadine A(D)y(t) = B(D)e(t) = byEh(t)
deljenjem obe strane jednacine sa skokom ekscitacije E’

AD)YZE = boh(t) = ADIF () = boh(t), gdeje f(£) =12
funkcija mreze definisana za odziv na delovanje Heaviside-ovog generatora.

Sto se za t = 0 svodi na nehomogenu diferencijalnu jednacinu sa konstantnim nehomogenim delom
A(D)@(t) = by, ¢ijim reSavanjem odredujemo funkciju ¢ (t).

Priroda indicione funkcije zavisi od prirode odziva i ekscitacije. Ako je ekscitacija naponski generator
uy(t) = Uh(t) odziv moZe biti ulazna struja i;(t) ili struja odn. napon neke druge grane:

(), u; (), # D.

l[ l]
+ + -|l- + -Il- u
u
ORI N ORI RN
’ . N . N

Odgovarajuce indicione funkcije mreze su:

- indiciona ulazna admitansa: fy, (t) = L0

U
i)

U
U

- indiciona prenosna admitansa: fyj (B =

- indiciona transmitansa napona: fy;, (t) =

Ako je ekscitacija u vidu strujnog generatora, kao na slici pod b), i, (t) = Ih(t), odzivi mogu biti: ulazni

napon, u, (t), napon ili struja neke druge grane: w;(t), i;(t).

Odgovarajuce indicione funkcije mreze su:

N . "
- indiciona ulazna impedansa: f; (t) = “17()
i(t
- indiciona prenosna impedansa: fz,- (= u’T()
i;(t)

- indiciona transmitansa struja: fNj (B = ;
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Pitanje 62.

Regularna i neregularna komutacija.
Posmatramo kola bez akumulirane energije.

Regularna komutacija

Pod pojmom komutacije se u uzem smislu podrazumeva ukljucivanje ili isklju¢ivanje neke grane (ili vise
grana) u elektricnom kolu, dok se, Sire posmatrano, pod ovim pojmom podrazumeva nagla (skokovita)
promena nekog od parametara kola. Do promene pocetnih uslova u kolu bez akumulirane energije moze
dodi jedino usled delovanja ekscitacije. Komutacija je regularna ako se pri njoj zadrzavaju uslovi
neprekidnosti napona kondenzatora i struje kalemova:

U (07) = ug, (00, iy, (0%) = iy, (07)

Neregularna komutacija

U modelima linearnih i vremenski nepromenljivih kola mozZe dodi i do takve komutacije pri kojoj nisu
zadovoljeni pocetni uslovi neprekidnosti napona kondenzatora i/ili struje kalemova. U tom slucaju radi
se o neregularnoj komutaciji. U fizickim kolima to se ne moze desiti jer nagla promena pocetnog uslova
oznacava i naglu promenu energije, odnosno naglu promenu elektricnog/magnetskog (EM) polja, sto
nije moguce jer je maksimalna brzina promene EM polja jednaka brzini svetlosti. Medutim, u nedovoljno
tacnim modelima elektricnog kola, kada se ne uzimaju u obzir svi relevantni efekti, moze dodi do
neregularne komutacije.

Delovanje Heaviside-ovog generatora se moZze shvatiti kao ukljucenje (isklju¢enje) konstantnog
generatora napona (struje) u nekom trenutku. Neka je diferencijalna jednacina odziva

A(D)y(t) = B(D)Eh(¢)

Na osnovu poredenja reda polinoma A(D) i B(D) mozemo odrediti da li je re¢ o regularnoj ili
neregularnoj komutaciji, Sto ¢emo pokazati na primeru kola drugog reda.

Konacno resenje za VYt pomenute diferencijalne jednacine:

Y = 20h® = fOE={ 0 150

f(t) = pt)h(t), indiciona funkcija kola
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MoZemo pisati

AD)f () = B(D)h(t)
Neka je r red polinoma A(D), u nasem slucaju r = 2, a q red polinoma B(D).

A(D) = D2 + alD + a()

B(D) = by + byD + b,D? + ---
B(D)h(t) = boh(t) + by Dh(t) + b,D?h(t) + -
= boh(t) + by 5(t) + by &' (t) + -

AD)f () = D*f(t) + a; Df (t) + aof (t)
= ao(@(ORD) + a1 [D(@(ORD)] + [P (@ (DA(D))]
= agp()h(t) + a1 [Dp(O)h(t) + @(07)5(t)]
+ [D2p(Oh(t) + Dp(07)8(t) + D(@(0M))h(D)] + (08" (1) 7
= h()[agp(t) + a;De(t) + D@ ()] + 8(t)[a;9(0%) + D (0*)] + 5" (1) (0*)

Razlikovac¢emo tri slucaja:

1) g<r: q=1,r=2

Jednacina A(D)f(t) = B(D)h(t) se svodi na:

h(®)[agp(t) + a;De(t) + a;D*@ ()] + 8(t)[a;9(0%) + a,Dp(01)] + &' () a,(0*)
= boh(t) + b;5(t)

Vrsimo balansiranje prethodne jednacine:
h(t): (D?+ a;D + ag)e(t) = b
5(t): a;9(0%) + Dp(0%) = by
6'(t): p(0t) =0
e(0tH) =0 = f(0*") =0= y(0*) = 0.
Ispunjen je uslov y(0*) = y(07) = 0, za bilo koju promenljivu u kolu.

Pokazali smo, ako je pobuda u vidu Heaviside-ovog generatora a polinom A(D) viSeg reda od
polinoma B (D), da je re¢ o regularnoj komutaciji (nije doslo do promene pocetnih uslova)

"Dp(0%) = D((p(t)) zat = 0%, dok je D(go(O*’)) = % = 0 (izvod konstante)
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2) g=1r: q=r=2
Jednacina A(D)f(t) = B(D)h(t) se svodi na:

h(®)[agp(t) + a;Dp(t) + a;D*@ ()] + 8(0)[a19(0%) + a;Dp(0*)] + &' (t)a(0%)
= boh(t) + b, 5(t) + b,6'(t)

Vrsimo balansiranje prethodne jednacine:

h(t): (D?+a;D + ay)e(t) = by
5(t): a;9(0%) + Dp(0*) = b,
o' (t): »(0%) = b,

@(0) #0 = f(0%) # 0= y(0*) # 0.
Nije ispunjen je uslov y(0*) = y(0™) = 0, za bilo koju promenljivu u kolu.

Pokazali smo, ako je pobuda u vidu Heaviside-ovog generatora a polinom A(D) istog reda kao i
polinom B(D), da je re¢ o neregularnoj komutaciji (jeste doslo do promene pocetnih uslova)

3) g>r: q=3,r=2

Jednacina A(D)f(t) = B(D)h(t) se svodi na:

h(t)[agp(t) + a;De(t) + a;D*@ ()] + 8(t)[a;9(0%) + a,Dp(07)] + &' (D) a,(0*)
M

= boh(t) + b;6(t) + b 8'(t) + b36"'(t)

Posto na levoj strani jednakosti nemamo ¢lan 8" (t) pretpostavka da je f(t) = @(t)h(t) je
pogresna, pa ¢emo uvesti sledecu pretpostavku: f(t) = @(t)h(t) + H;6(t). Sada je leva strana
jednakosti, odn.

A(D)f(t) =M+ a0H15(t) + a1H15'(t) + H16”(t)

Vrsimo balansiranje prethodne jednacine:

h(t): (D? + a;D + ag)@(t) = b,
§(): a;9(0%) 4+ De(0%) + agH; = b,
8'(6): ©(0%) +aHy = b,
8"(0): H, = b,

Iz poslednje tri relacije nalazimo nove poletne uslove @(0%) # 0,D@(0*) # 0 i dalje re$avamo
nehomogenu diferencijalnu jednacinu po ¢(t).

U opstem slucaju, u resenju diferencijalne jednacine odziva se javlja zavisnost od §(t) i njegovih izvoda
pa je rec o neregularnoj komutaciji. Pokazali smo, ako je pobuda u vidu Heaviside-ovog generatora a
polinom A(D) manjeg reda od reda polinoma B(D), da je re¢ o neregularnoj komutaciji (jeste doslo do
promene pocetnih uslova).
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Pitanje 63.
Odredivanje odziva na Heaviside-ovu pobudu ,balansiranjem” diferencijalne
jednacine odziva

Neka u lineranom i vremenski nepromenljivom kolu r-tog reda bez akumulirane energije deluje
Heaviside-ov generator e(t) = Eh(t). Objasniéemo primenu balansiranja diferencijalne jednacine
odziva na primeru.

Neka je diferencijalna jednacina odziva
A(D)y(t) = B(D)ER(t)
Konacno resenje za Vt:

f(t) = pt)h(t), indiciona funkcija kola

MoZemo pisati

AD)f(t) = B(D)h(t)
Neka je r = 2 red polinoma A(D), a ¢ = 1 red polinoma B(D).

A(D) =D?*+ a.D + a,

B(D) = by + b, D
B(D)h(t) = byh(t) + byDh(t)
= boh(t) + b, 6(t)

AD)f() = D*f(t) + a; Df () + aof (t)
= ao(p(®Oh®) + a1 [D((®A®))] + [D*(e(DR(D))]
= agp(t)h(t) + a1 [De(t)A(t) + ¢(07)5(t)]
+ [D2p(D)R(t) + De(0*)6(t) + D(p(0*))r(D)] + @(0+)5'(2) 8
= h(®)[app(t) + a;Dp(t) + D*p()] + §(O)[a;9(0%) + Dp(0H)] + 8'(t)p(07)

Jednacina A(D)f(t) = B(D)h(t) se svodi na:

h()[agp(t) + a;De(t) + a;D*@ ()] + 8(t)[a;9(0%) + a,Dp(07)] + &' (D) a,(0*)
= boh(t) + b,;5(t)

Dp(0%) = D((p(t)) zat = 0%, dok je D(go(O*’)) = % = 0 (izvod konstante)

117 | TEK skripta



Vrsimo balansiranje prethodne jednacine, odn. izjedna¢avamo odgovarajuce ¢lanove uz h(t), 5(t), 6’ (t)
(u opstem slucaju 6"'(t), ...) sa leve i desne strane:

h(t): (D +a;D +ag)e(t) =b, (1)
6():  a;9(0%) +De(0%) = by (2)
&' (0): (0" =0 (3)

Ubacivanjem (3) u (2) dobijamo:
De(0%) = by

pa zatim resavamo nehomogenu diferencijalnu jednacinu (1) ¢iji je karakteristi¢ni polinom
A(S)=S*+a;S+ay=0
a redenje oblika ¢(t) = K;e31t + K,e52t.

Pomocu pocetnih uslova
(0*) =0
Dp(0%) = b,

nalazimo konstante K; i K.

Konacno,
y() = p(Oh()E.

Ispunjen je uslov y(07) = y(07) = 0, za bilo koju promenljivu u kolu.

Pitanje 64.
Odziv na impulsnu pobudu. Green-ova funkcija.

Ako je ekscitacija impulsnog oblika u kolu se po pravilu javlja neregularna komutacija — vrsi se izmena
pocetnih uslova:

uc(0%) #uc(07), iy, (0%) #i,(07).

Posmatrajmo linearno i vremenski nepromenljivo kolo r-tog reda bez akumulirane energije, u kome
deluje impulsna ekscitacija: e(t) = FJ&(t). Diferencijalna jednacina odziva je: A(D)y(t) = B(D)F3(t)
sa pocetnim uslovima D'"1y(07) = 0, (i = 1,2, ...7). Odziv se moZe redavati posredno, na osnovu veze
Heaviside-ove i Dirac-ove funkcije (odn. indicione i Green-ove funkcije kola), i direktno, iz polazne
diferencijalne jednacine.
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Posredno resavanje

1)

2)

Na osnovu veze Heaviside-ove i Dirac-ove funkcije kola.

Kako je:
6(t) = lim 8,.(t)
&-0
pri cemu je:
Sg(t) =

tade je ekscitacija e(t) zadata sa:

1
HUGEVIGEDE

e(t) =lime.(t) = limE [A(t) — h(t — &)]
&—-0 -0 &

Posmatrajmo sada odziv na ekscitaciju oblika e.(t) = e, (t) + e, (t), gde je:
F . F
e (t) = ;h(t) iey(t) = —;h(t — ).

Metodom superpozicije, odziv usled ekscitacije e.(t) ¢e biti: y.(t) = y,(t) + y,(t), gde su
y1(t) i y,(t) odzivi na ekscitacije e (t) i e, (t), koje odredujemo iz diferencijalnih jednacina:

F
A(D)y,(t) = B(D)ey (8) — y1(t) = pAQ)

F
AD)Y(6) = BD)es(®) = 32(6) = == f (e = &),

gde je () indiciona funkcija kola.

Tacno redenje na pobudu: () = (), dobija se u granicnom procesu

df (e)

F
(©) = limye(6) = lim—[f(©) = f (£ = )] = y(6) = F —

Sto znaci da je odziv na impulsnu ekscitaciju srazmeran jacini udara ekscitacije F i izvodu
indicione funkcije po vremenu. Funkcija koja se dobija kao koli¢nik odziva na impulsnu

ekscitaciju i jacine udara ekscitacije je funckija mreze koja se naziva Green-ova funkcija:

d . T - . . -
g = % = %. Kao i u sluéaju indicione funkcije i Green-ova funkcija moze imati razli¢itu
prirodu u zavisnosti od prirode odziva i prirode ekscitacije.

Na osnovu veze indicione i Green-ove funkcije kola
Umesto da trazimo Green-ovu funkciju kola iz jednadine A(D)g(t) = B(D)&(t) nalazimo

indicionu funkciju kola iz A(D)f(t) = B(D)h(t). A Green-ova funkcija je jednaka izvodu
indicione funkcije po vremenu.
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Direktno resavanje

Polaznu diferencijalnu jednacinu A(D)y(t) = B(D)F&(t) podelimo sa ja¢inom udara ekscitacije F i
dobijamo A(D)g(t) = B(D)&(t), sa pocetnim uslovima Di"1g(07) =0, (i =1,2,..r),iz koje

y(6)

direktno mozemo odrediti g(t) = - Resenje posmatramo u obliku

g@t) = e(®)h(t) + H6(t) + Hy6'(t) + ---.

Ako je red polinoma A(D) vedi ili jednak od reda polinoma B(D) u re$enju indicione funkcije postojace
¢lanovi uz Dirac-ovu funkciju i njen izvod, pa je komutacija neregularna. Pretpostavljeno resenje
ubacimo u A(D)g(t) = B(D)8(t), i izbalansiramo levu i desnu stranu, odakle nalazimo koeficijente
Hi, H,, ... i izmenjene pocetne uslove DI"1p(0%), (i = 1,2,...r). Re$imo homogenu diferencijalnu
jednacinu A(D)¢(t) = 0 saizracunatim pocetnim uslovima.

Ako je red polinoma A(D) manji od reda polinoma B(D), g(t) = @(t)h(t) i reSenje se sadrii samo iz
homogene diferencijalne jednadine A(D)¢(t) = 0, a pocetne uslove nalazimo uzastopnom integracijom
7 puta polazne diferencijalne jednacine A(D)g(t) = B(D)&(t) u granicama od 0~ do 0.

Pitanje 65.

Odziv na usponsku i stepene funkcije vremena.
Ako u kolu deluje ekscitacija oblika usponske funkcije

E E
e(t) = ?r(t) = ?th(t),

prinudni odziv se moZe odrediti na osnovu veze usponske i Heaviside-ove funkcije:

t
r(t) = f h(t)dt = th(t).
Diferencijalna jednacina odziva
E
AD)y(t) = B(D)e(t) = B(D) 7 th(®)
se moze resiti posredno tako Sto se diferencira i leva i desna strana jednacine ¢ime se dobija jednacina
E
AD)y,(6) = B(D)e(t) = B(D) - h(t)

Sto predstavlja diferencijalnu jednacinu odziva na Heaviside-ovu ekscitaciju.

Odziv y,(t) = ?f(t) gde je f(t) odgovarajuca indiciona funkcija, jeste pomoéni odziv — odziv na
Heaviside-ovu (pomo¢nu) ekscitaciju e, (t) = ?h(t). Stvaran odziv na usponsku ekscitaciju e(t) = ?r(t)

je
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t t
v = [ ywdr=z[ rwar

Sto u sluéaju da je indiciona funkcija data izrazom f(t) = @(t)h(t) iznosi:
E t
y© =7k [ o
0

n
Odzivi na stepene funkcije vremena oblika e(t) = E(%) se takode visestrukim diferenciranjem i

integraljenjem mogu resiti primenom odziva na Heaviside-ovu ekscitaciju.

Pitanje 66.

Veza indicione i Green-ove funkcije.

Posmatrajmo linearno i vremenski nepromenljivo kolo r-tog reda bez akumulirane energije, u kome
deluje  impulsna  ekscitacija: e(t) = F&(t). Impulsni odziv. na ovu ekscitaciju je
y(t) = Fg(t). Na mesto impulsne ekscitacije ubacujemo pomocni Heaviside-ov generator e;(t) =
Eh(t). Impulsni odziv na ovu ekscitaciju je y, (t) = Ef(t).

) N &) |

Diferencijalna jednacina odziva na impulsnu ekscitaciju je A(D)y(t) = B(D)F&§(t), deljenjem ove
jednadine sa F dobija se A(D)g(t) = B(D)6(t) (1).

Diferencijalna jednacina odziva na Heaviside-ovu ekscitaciju je A(D)y,(t) = Eh(t), deljenjem ove
jednacine sa E dobija se A(D)f(t) = B(D)h(t). Diferenciranjem ove jednacine po vremenu dobijamo

DIA(D)f ()] = D[B(D)h(t)]
A(D)Df (¢) = B(D)5(t) (2)

Iz (1) i (2) sledi veza indicione i Green-ove funkcije

Df (&) = g(o).
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Pitanje 67.
Odziv na eksponencijalnu i periodi¢nu pobudu.

Eksponencijalna ekscitacija

Posmatrajmo linearno i vremenski nepromenljivo kolo r-tog reda bez akumulirane energije. Ako je

ekscitacija oblika: e(t) = e

at

, pri ¢emu konstanta a ima prirodu frekvencije, tada je diferencijalna

jednatina odziva: A(D)y(t) = B(D)e® = F(t).

Partikularno resenje y(t) je istog oblika kao F(t) dok se koeficijenti koji figurisu u y(t) nalaze

ubacivanjem pretpostavljenog partikularnog resenja u polaznu diferencijalnu jednacinu ¢ime se dobija

A(D)y(t) = F(t) a zatim se jednacina izbalansira.

Razlikuju se dva slucaja:

a)

b)

Slucaj kada ucestanost a nije jednaka nekoj od sopstvenih ucestanosti kola (resenje
karakteristicnog polinoma A(g). Tada je odziv kola oblika: y(t) = Ke%. Zamenom u polaznu
jednadinu: A(D)y(t) = B(D)e%, dobija se vrednost konstante K:
B(a)
T A@’
pri A(a) #0, gde su A(a) i B(a) polinomi po frekvenciji a, dobijeni iz odgovarajucih
operatorskih polinoma A(D) i B(D). Ako je u¢estanost kompleksna: a = s = (¢ + jw), tada ¢e i

koeficijent K biti kompleksan.

Ako je ucestanost a jednaka nekoj od sopstvenih ucestanosti kola: a = s; (bilo da je realna ili
kompleksna) tj. ako je A(a)=0, tada je odziv oblika: y(t)=tPKe* sa:
B(a)
T A’
gde je p red viSestrukog korena polinoma A(s), dok A(p)(a) predstavlja izvod p-tog reda
tjx

polinoma A(s) po s u tacki s =a. S obzirom na Euler-ovu smenu: e** = (cosx + j sinx),

prostoperiodi¢ne funkcije cos(wt + a) i sin(wt + B) pripadaju klasi eksponencijalnih funkcija.

Prostoperiodi¢na ekscitacija.

Odziv na periodi¢nu ekscitaciju koja se ukljucuje u trenutku t = 0

e(t) = E,, cos(wt + 6) h(t)

moze se odrediti direktno ili posredno.

Pri direktnom resavanju se pretpostavljen prostoperiodi¢ni impulsni odziv

y(t) = Yy, cos(wt +y), t=0
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zameni u polaznu diferencijalnu jednacinu, a zatim izvrsi balansiranje leve i desne strane ¢ime se nalaze
vrednosti ¥, i y.

Posredno resavanje se svodi na odziv na eksponencijalnu ekscitaciju primenom Euler-ove smene:
et/* = (cosx + j sin x). Uvodimo smene:

e(t) = Ene/®  Ep =Epel”

1 1
e (t) = Eg(t) e(t) = Eg*(t)

Sada je:
e(®) = (ex(0) + & (0)) h(O).

Resavamo diferencijalnu jednacinu odziva:
AD)y () = B(D)e(t) = BD) (ex(t) + £2(t) ) h(t)
Zat < 0: y(t) = 0, jer je kolo bez akumulirane energije.

Zat = 0: y(t) je reSenje diferencijalne jednacine odziva:

AD)y(t) = B(D)e(t) = BD) (ex(t) + e2(1)) = F(t)

y(t) je istog oblika kao i F(t):
y(®) =y (t) +y.(t)

i ovde uvodimo smene:
y(6) = Ymel®*
Y(&) = Ymel®'  Yip = Ypel?
Y® =330 30 =3y ®

Sada reSavamo diferencijalnu jednacinu koju dobijamo deljenjem sa 2 sledeée jednacine:

1
AD)yi(6) = BD)es(t) /-5
A(D)y(t) = B(D)e(t)
A(D)Zmejwt = B(D)Emej“’t

Uocavajuci da je De/®t = jwel®t, odn. D?e/®t = (jw)?e/® dobija se da je

A(jw)Yn = B(jw)En,
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Konacno,
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Pitanje 68.

Odredivanje potpunog odziva.

U najopstijem slucaju kolo sadrZi generatore i poseduje akumuliranu energiju. Odziv koji pritom nastaje
predstavlja potpun odziv i posledica je oba navedena uzroka. Posmatra se opet jedno linearno i
vremenski nepromenljivo kolo reda r koje se sastoji iz linearne i vremenski nepromenljive mreZe N, koja
poseduje akumuliranu energiju i ukupno g = f + h nezavisnih generatora: ugq,..., Ugf,ig1, -, ign,
predstavljenih van mreZe. Diferencijalna jednacina odziva za bilo koju promenljivu y(t) € {uy, i}, (k =
1,2, ...) je oblika:

Y
ADY® = D [Bys(Des(®)] = Ko (6)
s=1

za Cije je reSenje potrebno znati prvih r pocetnih (izvedenih) uslova:

Y(0+) = hyqo,
Dy(0*) = hy,

Dr_ly(0+) = hyo

gde su vrednosti h;y, i =1,2,...,r odredene stvarnim pocetnim uslovima: uck(0+), iLj(0+),k =
1,2,..bc, j=1,2,..b,, kao i vrednostima ekscitacija: uy,(0%), ijn(0%), m=12,..,f, n=
1,2, ..., h. Pri tome, ako je komutacija regularna, tada je: uck(0+) =uc, (07), L'L].(0+) = iLj(O_), dok u

protivnom treba odrediti izmenjene pocetne uslove.

Diferencijalna jednacina odziva se moZze resavati na dva nacina: direktno i superpozicijom.

Direktno resavanje

ReSava se polazna nehomogena diferencijalna jednacina

g
AD)Y(®) = ) [Byi(Der(®)] = Fye(®)
i=1
Cije je reSenje u obliku:
y(®) = yn(©) + ¥, (6)
Clan y, (t) predstavlja re$enje odgovaraju¢e homogene diferencijalne jednacine

AD)yp(t) =0

Konstante u ¢lanu yy, (t) se nalaze iz pocetnih uslova

3’(0+) = hyo,
Dy(0*) = hy,

125 | TEK skripta



D™ y(0%) = hyg

Clan ¥p(t) predstavlja partikularno reSenje koje je istog oblika kao nehomogeni deo Fy‘e(t) polazne

diferencijalne jednacine:

g9
W® = ) 7p®, v~ e®
(i=1)

Zatim se u polaznu diferencijalnu jednacinu ubaci y, (t):

Y
ADY,(©) = ) [Byi(D)e®)] = Fye(®
i=1

i jednacina se izbalansira.

ReSavanje superpozicijom

Ovaj postupak smemo da primenimo u linearnim kolima. Odvojeno trazimo odziv na akumuliranu
energiju, y,(t), u kolu bez generatora i odziv usled delovanja generatora y,(t) u kolu bez akumulirane
energije. Drugim recima, ukupan odziv je jednak sumi sopstvenog i prinudnog odziva y(t) = y,(t) +

Ve (t).
Sopstveni odziv se odreduje iz homogene diferencijalne jednacine
AD)yo(t) =0

sa izvedenim pocetnim uslovima:
y(0*) = fio,
Dy(0%) = fo0,

DTty(0%) = fro

koji su odredeni sa uc,(0%) = 0, iLj(O+) =0,k=1,2,..bs, j=1,2,..b, Pritome, ako je komutacija
regularna, tada je: uc, (0%) = uc, (07), iL].(0+) = iL].(O‘), dok u protivnom treba odrediti izmenjene

pocetne uslove.

Prinudni odziv se odreduje iz nehomogene diferencijalne jednacine

g
AD)Y(O) = ) [Byi(D)ei(®)] = Fe(®

sa izvedenim pocetnim uslovima:

y(0*) = ky,,
D)’(0+) = ko,
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Dr—ly(0+) — krO

koji su odredeni sa uc, (07) =0, iL].(0+) =0,k=1,2,..bs, j=1,2,..b,,0dnosno  samo

ekscitacijama.

Prinudni odziv ée biti oblika:
Ye(t) = yen(t) + Vep (®).

Pitanje 69.
Ustaljen prostoperiodican rezim. Kompleksan domen.

Posmatrajmo delovanje jedne prostoperiodi¢ne ekscitacije:
e(t) = E,, cos(wt 4+ y) = V2E cos(wt + )

u linearnom, vremenski nepromenljivom i pasivnom kolu bez akumulisane energije, pri cemu je:

Em _
V2
frekvencija. T — perioda funkcije. (wt—y) — trenutna faza. y — pocéetna faza (u trenutku

E — maksimalna vrednost (amplituda) funkcije. E = efektivna vrednost funkcije. w = 2?71 — kruzna

t = 0). Odziv kola y(t) je odreden diferencijalnom jednacinom:
AD)y(t) = B(D)e(t)
i oblika je sume dva clana: y(t) = y,(t) i y,(t). ReSenje homogenog dela je oblika:

Ako je kolo striktno pasivno, komponenta y, (t) ée teZiti nuli posle dovoljno dugo vremena (prakti¢no,
posle trajanja u vrednosti od pet vremenskih konstanti), pa se ova komponenta naziva prelazni odziv.

Dakle, posle dovoljno dugo vremena postojace samo prinudni odziv y,(t) koji je opisan funkcijom istog
oblika kao ekscitacija:

y(t) = yp(t) = Yy cos(wt + 6) = V2E cos(wt + 8)

sa analognim znacenjem veli¢ina kao i za ekscitaciju. Komponente ustaljenog odziva mogu se odrediti na
dva nacina — direktno i posredno.

Direktno odredivanje
Pretpostavljen prostoperiodi¢ni impulsni odziv
y(t) =Y, cos(wt + y), t=0

zameni se u polaznu diferencijalnu jednacinu, a zatim izvrsi balansiranje leve i desne strane ¢ime se
nalaze vrednosti Y,, i ¥, Sto predstavlja reSavanje kola u vremenskom domenu.
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Posredno odredivanje

Svodi se na odziv na eksponencijalnu  ekscitaciju primenom  Euler-ove  smene:
et/* = (cosx + jsin x), §to predstavlja redavanje kola u kompleksnom domenu.

Pomocu Euler-ove smene, prostoperiodi¢na ekscitacije se mozZe izraziti pomodéu dve eksponencijalne
funkcije vremena:

E . .
e(t) = Tm[ej(wtﬂ/) +e I = ¢ (t) + e, (2),
gde su funckije e, (t) i e;(t) konjugovano kompleksne:
e(t) = Ene/®"  Ep = Epel?

1

1
e (t) = Eg(t) e(t) = 52"@)

Veli¢ine e(t), e, (t) i e5(t) su kompleksne funkcije vremena i zovu se kompleksne trenutne vrednosti.

Njihovi moduli su: E;,, za e(t) i Tm za e, (t) i e5(t), a argumenti zavise od vremena i iznose (wt + y) za

e(®)ie () i—(wt+y)zae,(t).
Sada je diferencijalna jednacina odziva:
AD)y(t) = B(D)e(t) = BD) (ex(t) + e2(1)) = F (1)

y(t) je istog oblika kao i F(t):
y(@©) =y (&) +y.(t)

i ovde uvodimo smene:
y(t) = Ypel®t

y(t) = Ymel®t Yy =Ypel?
1 1,
710 =5y y(0) =5y"(®)

Sada reSavamo diferencijalnu jednacinu koju dobijamo deljenjem sa 2 sledece jednacine:

AD)y,(t) = B(D)es(t) /:2
AD)y(t) = B(D)e(t)
A(D)Y,,e/*t = B(D)E,,e/®t

Uocavajuci da je De/®t = jwel®t, odn. D?e/®t = (jw)?e/® dobija se da je

A(jw)Ym = B(jw)En,
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Konacno,

_A(w)
Y = ) B = Yme”
X( ) = % ,elVel®t

Kompleksna veli¢ina E,, = Ene’” (analogno i za Zm = Y,,e/%) &ji je moduo jednak amplitudi, a
argument odgovara pocetnoj fazi prostoperiodi¢ne funkcije e(t) (y(t)) jeste kompleksna amplituda

posmatrane vremenske funkcije, pa su kompleksne efektivne vrednosti definisane sa:

Em (X_Zm)

7 YT n

Ove kompleksne veli¢éine (bilo amplitude, bilo efektivhe vrednosti) su kompleksni predstavnici
prostoperiodi¢nih velicina. Veza izmedu prostoperiodi¢ne funkcije i njenog kompleksnog predstavnika
je:
e(t) = Ep, cos(wt +y) = Re{Ee/“t} & E,, = B e
y(t) = Yy, cos(wt + &) = Re{Y,e/°t} & Yy, = Ve®
(=% r=3

N AN

Sto se naziva preslikavanje iz vremenskog u frekvencijski domen, pa je diferencijalna jednacina odziva:
A(j©)Yy = B(j)En.

Ova jednacina je poznata kao jednacina odziva u kompleksnom domenu, s obzirom na polinome A(jw) i

B(jw).

Pitanje 70.
Funkcije mrezZe u ustaljenom prostoperiodicnom rezimu.

Posmatrajmo jednacinu kola u frekvencijskom domenu:
AG©)Yy = B(jw)Ey, -

Kako je re¢ o klasitnom mnoZenju polinoma A(jw) i B(jw) sa kompleksnim predstavnicima odziva Yy, i
pobude E),, to se kompleksan odziv moZe odrediti iz algebarskog izraza:

Odavde se moZe odrediti trenutna vrednost prinudnog odziva primenom veze funkcija iz vremenskog i
kompleksnog domena:
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y(t) = Re {X(t)} = Re{)_/mefwf} = Re {A((; 3 ejwt}

(1
w)

funkcua mreze u kompleksnom domenu, tj. kompleksna funkcija mreze T (jw):

B(jw)
Ajw)

Koliémk je odreden samo parametrima mreZe vezane za krajeve ekscitacije e(t). Ovaj koli¢nik jeste

T(jw) =

Kompleksna funkcija mrezZe predstavlja kolicnik kompleksnog odziva i kompleksne pobude:

y© v, Y
T(jw) === ==t _=
e(t) En E
Kompleksan odziv kola se moZe predstaviti u vidu proizvoda kompleksne funkcije mreze i kompleksne
ekscitacije:
Ym = T(j®)En

Funkcija mreze se mozZe izraziti pomocu realnog dela (parne funkcije) i imaginarnog dela (neparne
funkcije):
B(jw) = by + bijw + b (jw)* +
= (by — byw? + byw* — ) +j w(b; — bzw? + bsw* — )
By (w) By (w)
= By (w) + jBz(w)

A(jw) = A1 (w) + jAz(w)
TCie) = Bi(w) + jBy(w) Ai(w) — jAz(w)
T(w) =

Ai(w) +jAz(w) Ay(w) — jAz(w)
_ AyB1 +A;B, A1B, — AyBy

vz Ay
= T1(w) +jT2(w)

A mozemo je prikazati i na sledec¢i nacin:

B(w) = /Bf + B2

B,
B(w) = arctg <Bl)
B(jw) = B(w)e/F@
A(jo) = A(w)el @

_ B(w)e/F@
LU = Hwyere@

T(w) = % /TZ + T2

= T(w)e/T@
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T(w) = B(w) — a(w) = arctg (;:—j)

Napomenimo da u vremenskom domenu postoje dva oblika funkcije mreze — Green-ova i indiciona, dok
u kompleksnom domenu postoji samo jedna funkcija mreze.

Pitanje 71.

Linearni transformator u ustaljenom prostoperiodicnom rezimu.

Linearni transformator obezbeduje razmenu energija izmedu ovih mreza, bez direktne (galvanske) veze
— mreZe su izolovane. Razmena energije se vrsi posredstvom zajednickog magnetnog polja - kalemovi L
i L, su induktivno spregnuti.

Posmatramo slucaj spregnutih kalemova u ustaljenom prostperiodicnom reZzimu; neka je linearni

transformator reciprocan, odn. neka vazi L, = L,; = k\/L,L,, gde je k koeficijent sprege.

Jednacine linearnog transformatora u vremenskom domenu su:

w, = LyDiy + Ly,Di,
uZ = LzDiz i L12Di1

PoloZaju tackica na slici odgovara znak “+”.
Jednadine linearnog transformatora u kompleksnom domenu su:

Uy = joly L + jwli I

e — ~——
ZLl Z12
U, =joly I + joly I,
~—— e —
le ZLZ

Ekvivalentno kolo u kompleksnom domenu:

N
+/I\LN

IS
~
—
—J
[ ]
[
| — |
—J
I
N

|
l :
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dok su jednacine linearnog transformatora:

Posmatramo kolo:

___J
|
=

dok su jednacine kola u kompleksnom domenu:

Uy=Z,L+Uy = (Zy+2,) 1+ Zi2L, = U,
N e

IS
I
|

'Lxl\]

o
U

N

R

+

i~

+

S

=
I

o

Sada su jednacine

gdeje Zi; = jwLqiy; = jXq3.

N
N

Iz (*) sledi:

IN
=

o)

~_————
Z1e

1]

gde je ekvivalentna impedansa primarnog kola (impedansa koju vidi naponski generator) Z,, = Z; —
2

Z X2 . . . .
—Zﬁ =7Z;+ f = Z, + Z;, a Z; predstavlja preslikanu impedansu sekundara na primarno kolo.
42 42

Sema primarnog kola:
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—
—J
N

uQO

Slicho mozemo izvesti i za sekundarno kolo:

<IQQ

I - -~

1

. Lk
=z

_Zﬁu "
I = Zip UgZiz 2779 —Uge
L=—"-"4 = - - "
" L1, 1L GtA

Z2
Zy Ze2

2
gdejeZy =2,+2{ =27, — % ekvivalentna impedansa sekundarnog kola, a Z; predstavlja preslikanu
41

impedansu primara na sekundarno kolo.

Gledano sa strane sekundara, mrezu mozemo predstaviti ekvivalentnim Thevenin-ovim generatorom sa

no_ Za2
l_]ge—zll_]g-

Sema sekundarnog kola:

_Ug() Z,,

Ekvivalentne impedanse primarnog i sekundarnog kola Z;, i Z,., moZzemo predstaviti preko rezistanse i
reaktanse. Gde rezistansa predstavlja gubitke u kolu.

Zie =21 — ZZ_lzz
Z>
= (R +jX1) + X—122
Ry, +jX,
2 2
- (m ) ()
= Rie +jX1e

Sprega primara i sekundara povecava gubitke Sto uo€avamo i kod R;,, odn. gubici se preslikavaju.
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Redna veza spregnutih kalemova

(7 \

z, 1, .z, z 1,2z,
— 11— — I%—| |—
+ -—
Q( Z,
[

Za poloZaj tacaka na slici piSemo jednacine kola:

=~
+
N

NN = -
=~ 4
+ T
1N

&~ &

SRS

gdesuzy =Z2,+2;,,2, =2y +Z;,, 212 = jwLy,. Dalieje U = (Z1 +Z;+ 2212)!-

Redna veza induktivho spregnutih mreza u kompleksnom domenu mozZe se zameniti ekvivalentom
impedansom:

Zute =21+ 25+ 275,

Paralelna veza spregnutih kalemova

Za polozaj tac¢aka na slici piSemo jednacine kola:

[T
=~
IS

IS S = 1=
IN NS
+
+ b=
N
= =

=~
+
I
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Slicno kao i kod redne veze, zakljucujemo da se paralelna veza spregnutih mreza u kompleksnom
domenu mozZe zameniti ekvivalentnom impedansom

7 Z1Z, — Z7,
sute ™ Zy+ 2y —2Zi5

Pitanje 72.

Snage u ustaljenom prostoperiodicnom rezimu.

Posmatrajmo mrezu N sa jednim pristupom koja je deo nekog elektricnog kola. Trenutna ulazna snaga

predstavlja brzinu kojom se, spolja, ulaze energija u mrezu N. Za usaglasene smerove napon-struja, ova
da(t) _

snaga iznosi: p(t) = T u(t)i(t) - trenutna snaga.

Za mreZe sa viSe pristupa trenutna ulazna snaga je jednaka sumi trenutnih ulaznih snaga svakog od
pristupa:

N
LOEDWACEEFNOEINOING
k=1

Neka je mreZa N linearna i vremenski nepromenljiva i u njoj je ostvaren ustaljen prostoperiodi¢ni rezim.
Tada su napon i struja na ulazu mreze:

u(t) = V2Ucos(wt + 6)
i(t) = V2Icos(wt + ).

Trenutna ulazna snaga mreze je:

p(t) = 2UIcos(wt + 0)cos(wt + Y) = Ul[cos(8 — ) + cos(Rwt + 0 + )]
= Ulcos(6 — ) + UlcosQLwt + 0 + ).
P 17403)

Trenutna snaga se moZze prikazati u vidu sume dva ¢lana od kojih je jedan konstantan (nepromenljiv sa
vremenom), a drugi je prostoperiodicna funkcija vremena, dvostruke frekvencije u odnosu na
frekvenciju napona/struje. Konstantan ¢lan jeste srednja snaga za vreme jedne periode napona/struje:

2 . o gars s . v
T = — predstavlja srednju (ili jos: aktivnu) snagu, a oznacava se sa slovom P:

1 T
P == t)dt
N0

1 (T 1 (T
= —J Ulcos(6 — y)dt +—f UlcosQwt + 6 + Y)dt
Ty T Jy

a(0,7)
T )

= Ulcos(6 —y) + 0 =
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gde je ¢ = 6 —, argument impedanse mreze N, a a(0,T) ukupan rad. Drugi ¢lan u izrazu je
naizmenicno pozitivan i negativan i on predstavlja razmenu energije izmedu mreze N i ostatka kola,
naziva se fluktuiraju¢om snagom i oznacava se sa p(t):

ps(t) = Ulcos(2wt + 6 + 1)

Sada se trenutna snaga moZe definisati sa: p(t) = P + ps(t). Za realne, striktno pasivne mreZe, je:

—% << %, tako da je srednja (aktivna) snaga pasivne mreze uvek pozitivna: P > 0.

To znadi da mreza N stalno nepovratno trosi elektricnu energiju koja joj se dovodi. Ako mreza sadrzi
samo induktivne i/ili kapacitivne elemente, tada je ¢ = % ili o = —%, pa je aktivna snaga uvek jednaka

nuli: P = 0,Vt. MreZe sa takvom osobinom jesu mreZe bez gubitaka. Ako je srednja snaga negativna:
P < 0, tada je mreza aktivna - ona ulazZe elektri¢nu energiju u ostatak kola.

Vremenski dijagrami, napona, struje i trenutne snage na pristupu pasivne mreze

u(t)
\2U

i(2)

21 q{\tz.
\f

A

U intervalu vremena t; — t, mreZa predaje energiju ostatku kola, dok u intervalu t, — t; mreZa prima
energiju od ostatka kola, u intervalu t3 — t, mreZa opet predaje energiju itd...

Uocavamo da pasivna mreZa ulaze energiju u ostatak kola u nekim vremenskim intervalima. Objasnjenje
je u postojanju dinamickih elemenata koji imaju sposobnost akumuliranja energije. U jednom delu
periode prostoperiodicnog napona pored ulaganja spoljasnje energije na nepovratne procese vrsi se
akumuliranje energije u dinamickim elementima a potom se akumulirana energija delom trosi u
rezistivnim elementima a delom vraca ostatku kola. Zatim se situacija periodi¢no ponavlja.
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Prividna snaga se obeleZava sa S = Ul i predstavlja snagu koju generator treba da obezbedi. Proizvod
efektivnih vrednosti napona i struje na pristupu mreze je prividna snaga i oznacava se sa S:
S = UI - prividna snaga. Ova veli¢ina predstavlja maksimalno odstupanje trenutne snage od srednje
(aktivne) snage.

U mreZzama koje sadrze dinamicke elemente javlja se i reaktivna snaga, koja karakterise mrezu u pogledu

njenog ponasanja kao reaktivnog prijemnika i oznacava se sa Q: Q = Ul sin ¢ - reaktivna snaga.

Cisto rezistivna mreZa sa jednim pristupom (otpornik)

Spider-pig, spider-pig

Does whatever a spider-pig does

Can he swing from a web

No he can’t, he’s a pig

Looook ooouuttt here’s a spider pig ©

up = Rip

up(t) = V2Ug cos(wt + 05)

ir(t) = V2Ig cos(wt + 1Pg)
Neka je pp = Op = @g = O:

pr(t) = Uglg cos pg + Uglzcos2(wt + 0R)
= Urlg(1 + cos2(wt + 0g)) = 0

U izolovanim tactkama, pg(t) = 0, tu su i trenutni napon i trenutna struja jednaki nuli. Uoavama da
trenutna snaga osciluje oko srednje (aktivne) vrednosti.
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Cisto induktivna mreza sa jednim pristupom (kalem)

I 1,
—>
+ +
Z’lL L E L]L _Zsza)L
— N,
uL = LD I:L

i, (t) = V21, cos(wt + ;)
u, (t) = —LwV2I, sin(wt + ;)

=2Lwl, cos (wt + Y, + g)

gdejeUL=La)IL,0L=1/JL+§:>(pL=§_

T T
p.(t) = U.l; cos=+ Ul cos (Zwt +60,+06,— —)
2 2
P,=0
s i
pL(t) = pe(t) = UL, (CosEcos 2(wt+6,) + sinzsin 2(wt + BL))
= ULIL sin Z(wt + HL)

Kod induktivne mreze je srednja snaga nula, postoji samo razmena energije sa generatorom.

-SLIKA 4, knjiga 2, str. 74-

Cisto kapacitivna mreza sa jednim pristupom (kondenzator)

i I

T T
L = U, Z=1joC

. N,

Uc

ic(t) = CDu.(t)
uc(t) = V2U, cos(wt + 6,)

ic(t) = —CwV2U sin(wt + 6;)

=V2CwU, cos (a)t +6; + g)
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gdejel, = CwlUc;, Yo = 96+§=>(Pc = _g_

T T
pc(t) = Ucl, cos (— E) + Ucl;cos (Zwt +60-+6.+ E)
PC = 0
s T
pc(t) = pp(t) = Uclc (coszcos 2(wt+86;) — sinzsin 2(wt + 96))
= —Uclc sin Z(O.)t + GC)

Kod kapacitivne mreze je srednja snaga nula, postoji samo razmena energije sa generatorom.

-SLIKA 6, knjiga 2, str. 72.-
Opsti slucaj
p=0—-1

p(t) = Ul cos@ + Ul cosQQwt + 6 + )
= Ul cos ¢ + Ul cos(2wt + 26 — @)
= Ul cos @ + Ul cos ¢ cos 2(wt + 6) + Ul sin ¢ sin 2(wt + 6)
= Ul cos ¢ [1+ cos 2(wt + )] + Ul sin ¢ sin 2(wt + 0)
pp(t) po(t)
= pp(t) + po(t)

Trenutna snaga na rezisitivnim elementima odn. trenutna aktivna snaga je
pp(t) = Ul cos @ [1 + cos 2(wt + 0)] = P[1 + cos 2(wt + )],
a trenutna snaga na reaktivnim (dinamickim) elementima odn. trenutna reaktivna snaga je
po(t) = Ulsingsin2(wt + 6) = Q sin 2(wt + 6).
Kompleksan domen

Primenom Euler-ove smene trenutnu snagu izrazavamo uvodenjem smena

p(®) = (w(®) +1(0) (1(O) + (®))

1 1
w =su u =2Uelot a=§£L=VﬂW“
w=u; U,=V2U =i L,=v2I

p(©) =%(g+g*)%(z+z*)

= %(\/E)Z(gejwt + g*e—jwt)(Lejwt + [*e_j‘*’t)
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1 . .
— E QL* + Q*L + gleJZwt + g*i*e—]Zwt
(ur)’ (ueszot)’

= Re{UI"} + Re{UIe/?#t}

P = Re{UI"}
ps(t) = Re{UIe/2*}
Kompleksna snaga je

S=UI"=Ule/®¥) = UIcosp + jUlsing = P + jQ

Reaktivna snaga Q predstavlja snagu koja se ,,nepotrebno” ulaze u akumuliranje.

Pitanje 73.

Faktor snage i njegova popravka.

Proizvod efektivnih vrednosti napona i struje na pristupu mreze je prividna snaga i oznacava se sa S:
S = Ul — prividna snaga. Ova veli¢ina predstavlja maksimalno odstupanje trenutne snage od srednje
(aktivne) snage. Aktivna i reaktivna snaga se mogu izraziti sa: P = Scosg,
Q = Ssin ¢. Sve tri veliine imaju prirodu snage, ali se, zbog toga $to se njima opisuju razliCiti efekti u
mreZama, uobicajeno da se koriste razlicite oznake njihovih jedinica:

P[W], Q[VAr], S = [VA]

Kvalitet neke mreze kao aktivnog prijemnika energije opisuje se faktorom snage, koji se moZe oznaciti sa

kp:

P
kp=§=cos<p

Ovaj faktor oznacava koji se deo raspolozive energije, pri datim efektivnim vrednostima napona i struje,
stvarno koristi u mreZi u nepovratnom procesu. Maksimalan faktor snage postoji kod Cisto rezistivnih
mreza: cos @ = 1, a za reaktivne mreZe je minimalne vrednosti jednake nuli: cos ¢; = cos @, = 0. Po

analogiji sa faktorom snage ¢lan sin ¢ = %koji karakteriSe reaktivnu snagu naziva se faktor reaktivnosti.

Radi popravljanja faktora snage, za krajeve prijemnika treba vezati reaktansu suprotnog karaktera od
reaktanse prijemnika X,, Sto znaci da se za prijemnika induktivne prirode, vezuju kapacitivni elementi, a
za prijemnike kapacitivne prirode, induktivni elementi.

llustracija na primeru kola sa slike:

Kompleksna impedansa Z = R + jwL
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H — E — — ; G . . . .
Faktor snage je k, = 5 = COSP = 0. yldealni” faktor snage je 1, a to je postignuto kada je
kompleksan deo impedanse (reaktivan) jednak nuli.
Jednacina kola:

U

I:;
- R+jwl

Usvoji¢emo da je poletna faza napona jednaka nuliodn. U = U:

I_U(R—ij)
= R%+ w?l?
[ = {I}— UwL
LTI = e T 22

R
L
Da bi postigli Zeljeni efekat treba da bude ispunjeno: I} = —I,
U .
Ir = — = UjwC
jwC
Odnosno, treba da vazi
. —Uwl Uinl
TR vz ™ Y
Zakljuc¢ujemo,
C= L
~ R? + w?2I?
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Pitanje 74.

Ustaljen sloZzenoperiodican rezim.
Realna periodi¢na funkcija vremena oblika: f(t + kT) = f(x), k =0, 1, +2, ... sa periodom T moze
se predstaviti Fourier-ovim redom:

£ = z @), fO) =Fy  F™E) = E™ cos(not + ¢™)
n=1

gde su: F, — konstantan &lan, f@(t) — n-ta harmonijska komponenta (n-ti harmonik), w; =2?”

frekvencija osnovnog harmonika, nw, — frekvencija n-tog harmonika.

Tadaje:v=f = %— frekvencija (broj promena u jedinici vremena). Umesto linearne frekvencije koristi

se i ugaona frekvencija: w = 2nf [%]. Da bi realna i periodi¢na funkcija f(t) imala konvergentan

Fourier-ov red, potrebno je da ispunjava Dirichlet-ove uslove koji se svode na to da unutar periode T
funkcija mora da zadovoljava:

1) Da je funkcija f(t) ogranicena.
2) Da je funkcija f(t) jednoznacna.

3) Da funkcija f(t) ima konacan broj ekstremuma i konacan broj prekida prve vrste u jednom
periodu.

Ako u kolu postoje odzivi koji su periodi¢ne funkcije vremena, ali nisu prostoperiodicne, tada je rec¢ o
slozenoperiodicnom rezimu. U elektricnim kolima sloZenoperiodi¢ni rezZim moZe nastati u sledec¢im
slu¢ajevima:

1) Zalinearno vremenski nepromenljivo kolo:
a. ako deluje jednaili vise sloZzenoperiodi¢nih pobuda.
b. ako deluju vise prostoperiodi¢nih pobuda razlicitih frekvencija.
2) Za kolo koje nije linearno i/ili vremenski invarijantno sloZzenoperiodic¢ni rezim mozZe nastati i pri
delovanju prostih ekscitacija.

Posmatramo linearno i vremenski nepromenljivo kolo u kome deluje jedna sloZena ekscitacija
e(t) = E; + Y%, e™ koja je ograni¢ena po amplitudi i u jednom periodu ima konacan broj prekida
prve vrste i konacan broj ekstremuma unutar periode T.

Srednja vrednost signala

t1+T
E, = —f e(t)dt
t

1

Pojedinacne ekscitacije su:

e™ =+2E™ cos(na)lt + y("))
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gde je w; = 2?71 frekvencija osnovnog harmonika.
Diferencijalna jednacina odziva po promenljivoj i;(t) je:

A(D)iy(¢) = B(D)e(t) = B(D) (Eo + Z e<n>)

n=1

Odziv odredujemo principom superpozicije:
AD)i™ () = B(D)e™ (1),
u kompleksnom rezimu:
AS)™ = B(S)E™

gdeje S = jnwy, n=10,12,...

i (™
[ =T()E® = 1Ve]”

ﬂ&=ﬂ§

A(S)
Sada nadene kompleksne predstavnike prebacujemo u kompleksni domen.
il(O) _ 11(0)

n>1: il(n) = \/Ell(n) cos(nw,t +yp™)
l.l(n)(t) — Z l-l(n)
n=0

Delovanje vise ekscitacija (deluje vise prostoperiodicnih pobuda razlicitih frekvencija)

Opsta jednacina odziva je

9
ADY© = ) By(D)es(®)
s=1

9
y(©) = ) 3

gde je y,(t) pojedinacni odziv na svaku od ekscitacija.
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Primer: U kolu deluju dva generatora ug(t) i iy (t).

uy () = Uy + u® +u®
i) = i§? +i$Y

Ukupan odziv ¢e biti:
i@ =i+ i+ i+ i i

Diferencijalna jednacina odziva je
A(D)i(t) = B1(D)uy(t) + B, (D)iy(t)
Sada nalazimo pojedinacne odzive:

n=0  AD)®) = BD)u, O (1)
aoll(()) - blOUO
b
.(0) _ 4(0) _ "10
po=hLT =

)
n=1  AGo)L" = B;(jw)U;"
i (1D
!l(l) — Ile]‘(l)ll
il(l) = \/Ell(l) cos (a)lt + 1pl(1))

n=2: é(ijZ)!l(z) = QZ(isz)lg(z)

Pitanje 75.
Razvoj periodicne funkcije u Fourier-ov red.

Da bi realna i periodi¢na funkcija f(t) imala konvergentan Fourier-ov red, potrebno je da ispunjava
Dirichlet-ove uslove koji se svode na to da unutar periode T funkcija mora da zadovoljava:

1) Da je funkcija f(t) ogranicena.
2) Da je funkcija f(t) jednoznaéna.

3) Da funkcija f(t) ima konacan broj ekstremuma i konacan broj prekida prve vrste u jednom
periodu.

Fourier-ov red funkcije f(t) dat je izrazom:

FO=) fO@,  fOO=F OO =EP costnat + p™)
n=1

gde su: F, — konstantan ¢lan, f(")(t) — n-ta harmonijska komponenta (n-ti harmonik), w, =2?”

frekvencija osnovnog harmonika, nw, — frekvencija n-tog harmonika.
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Koeficient F, je srednja vrednost signala za vreme jedne periode:

1 +T
Fy = T f f(o)dr

Ovakav oblik Fourier-ovog reda poznat je kao trigonometrijski oblik Fourier-ovog reda. Prostoperiodicne

funkcije cos(nw;t + ™) mogu se, prema pravilu o kosinusu zbira, razlo7iti:
cos(na)lt + (p(")) = cos(nw;t) cos(<p(")) — sin(nw; t) sin(p™)
¢ime se Fourier-ov red moze predstaviti u obliku:
f(t) =Cy+ z [A,, cos(nw,t) + B, sin(nw,t)]
n—1

pri ¢emu je
A, = C,(,:l) cos(p™), B, = C,(:) sin(o™)

odnosno:

c™ |42 + B2

B
arctg (— A_n) , A, >0

n

™ =
Bn

arctg (— —) + T, A, <0
An

Koeficijent A,, predstavlja dvostruku srednju vrednost, za jednu periodu, proizvoda funkcije f(t) i
cos(nwqt):

f () cos(nw,t) =

= Ay cos(nw;t) + A,, cos?(nw,t) + ( Z An cos(ma)lt)> cos(nw,t)

m=1m+n
+ (Z By, sin(mw, t)) cos(nwqt)
m=1
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1 T
?f f(t) cos(nw,t) dt =
0

1 T
= 0+?f A, cos?(nw,t)dt + 0+ 0
0

1 T 1 T

= ﬁAnfo dt + ﬁAnJo cos(2nwqt)
Ay Ay
2 * 2

2 T
A, = ?jo f(t) cos(nw,t) dt

Koeficijent B,, predstavlja dvostruku srednju vrednost, za jednu periodu, proizvoda funkcije f(t) i
sin(nwqt):

T
B, = ;L f(t) sin(nw,t) dt
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Pitanje 76.
Kompleksan oblik Fourier-ovog reda.

Trigonometrijske funkcije mogu se izraziti u eksponencijalnom (kompleksnom obliku):
1, . st ] 1o ot
cos(nw,t) = 2 [e/m@it + g=inwat] sin(nw,t) = 7 [e/n@it — g=inwit]
pa se Fourier-ov red moze predstaviti u obliku:
-1 - 1
f() =Co+ Z Anz [e/m@it 4 g=/n@at] 4 Z Bno> [e/n@rt — g=inwit]
n=1 n=1 J
Grupisanjem ¢lanova sa pozitivnim i negativnim eksponentom dobija se:

(A + jBy)eImert

N| -
N| —

FO = Cot Y 50y = jBemst + 3
n=1 n=1

Uvodenjem kompleksne konstante: C,, = %(An —jBn)iC, = %(An + jBn),

1T .
Q=;Lf@®%m%0—ﬁmmmﬂ)
_ 1
- TfOTf(t)e—fnwlfdt

1 T
£o=;f0 f©)de = Ay

Cy je srednja vrednost signala.

Fourier-ov red ima oblik:

Kako je funkcija cos(nw,t) parna funkcija, funkcija sin(nw,t) neparna, vazice C,, = C_,, pa je:

o [0 o]
ft) =Cp+ 2 Cpelmort + Z C_ne/mot
n=1 n=1
[0 o] —00
G+ Y et Y e
n=1 n=-1
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¢ime se dobija:
+o00
fO= ) Germert
n=—oo

Kompleksan oblik Fourier-ovog reda koji je u vaZznosti za svako celobrojno n ukljucujuéi i n = 0. Svi
koeficijenti Fourier-ovog reda u kompleksnom obliku dati su izrazom:

1 T+T .
C, = ?f f(‘[)el_]nwltd‘[
T

Koeficijenti C,, predstavljaju frekvencijsku sliku periodi¢ne funkcije vremena f(t) i poznati su kao
kompleksne amplitude Fourier-ovog reda.

Pitanje 77.
Snage u ustaljenom sloZenoperiodicnom rezimu.

U ustaljenom sloZenoperiodi¢cnom rezimu trenutna, srednja (aktivna) i prividna snaga se definisu sa:

p(t) = u(®)i(t)
trenutna snaga,

1 T+T
P = ?f p(t)dt
T

srednja (aktivna) snaga,
S=Ul

prividna snaga, gde su u(t) i i(t) trenutne vrednosti napona i struje na pristupu (usaglasenih smerova),
a Uil su njihove efektivne vrednosti.

u(t) = u®™(6)
it)y= ) i™(@

sa:
u® =y, uM™(t) = V2U™ cos(nw,t + ™),
i© =, im () =21 cos(mw,t + 1,[)("‘)), nx=1

IV
_

. 2m .
gde je w; = T ucestanost osnovnog harmonika.
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Trenutna ulazna snaga

Posmatrajmo linearnu, vremenski nepromenljivu mrezu N. Ako se ekscitacija e(t) moZe opisati
periodicnom funkcijom vremena periode T, u ustaljenom rezimu ¢e svi odzivi mreze, a time i napon i
struja na pristupu, biti periodicni, iste periode kao i ekscitacija i sa istim sadrzajem harmonika, pa je
trenutna ulazna snaga:

p@) = [2 u™ (o) ] [2 i (6) ]
n=0 m=0

Ako razdvojimo ¢lanove sa istim i razlicitim frekvencijama dobijamo:

PO = ) uPOO©O+ )Y Y [P )
n=0 n=0 m=0,m#n

U odnosu na prostoperiodi¢ni rezim, situacija je sloZenija jer se javljaju proizvodi harmonika napona i
struje razlicitih frekvencija.

Trenutna ulazna snaga n-tog harmonika

Proizvod komponenata napona i struje istog indeksa odgovara trenutnoj ulaznoj snazi n-tog harmonika:
p™ = u®™@)i™(t) - trenutna ulazna snaga n-tog harmonika, pri ¢emu je: p©@ = U@ ()1 (1) -
trenutna ulazna snaga nultog harmonika. Trenutna ulazna snaga n-tog harmonika u razvijenom obliku je:

p™ = UMM cos(0 — ) + UMM cos(2nw,t + 8™ +p™)
—_ pn) m)
=P +p;

gde je:
P = g cog ™

srednja snaga n-tog harmonika, a
pr(t) = UMM cos2nw it + ™ + ™)
fluktuirajuéa snaga n-tog harmonika.

Fluktuirajuca snaga

ako su komponente razlicitih indeksa, njihov proizvod je deo ukupne ulazne snage nastao usled
delovanja razli¢itih harmonika:

p(n,m) = yMim, n+m

p©@™ = w210 cos(maw, t + ™)

p®0 =20™ cos(nwt + ™) i©

p™™ = g™ cos ((n +m)ot+ 0™ + l,l)(m)) + UMM cos ((n - m)wt + 0™ — l,l)(m))
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sve komponente p("'m) imaju prirodu fluktuirajuée snage.

Kraée pisSemo

p(t) = z p™ + Z pi + 2 z pm
n=0 n=1 n=0m=0

u sloZenoperiodicnom rezimu trenutna snaga osciluje oko

Z p™ = const.
n=0

s tim Sto su te oscilacije sloZzenog oblika.

Srednja (aktivna) snaga

U ustaljenom sloZenoperiodiénom reZimu srednja snaga se posmatra za vreme jedne periode i opisana

Pz—j p(t)dt=—j ZP(") dt:ZP(")
T 0 T 0
n=0 n=0

Posto je u ustaljenom reZzimu srednja snaga jednaka sumi srednjih snaga svih harmonika, tada je:

P= z p™
n=0

srednja (aktivna) snaga u sloZenoperidioénim rezimu, gde su P™ srednje (aktivne) snage pojedinih
harmonika:

je izrazom:

Srednja snaga oznacava brzinu kojom se konstantno isporucuje energija mrezi, tj. predstavlja snagu koja
se nepovratno trosi u mrezi.

Prividna snaga

U ustaljenom slozenoperiodicnom rezimu prividna snaga se definiSe sa: S = Ul - prividna snaga, gde su
U i I efektivne vrednosti sloZzenoperiodi¢nih veli¢ina napona i struja, respektivno.

Efektivne vrednosti sloZzenoperiodi¢nih veli¢ina napona i struje racunamo na sledeci nacin:

1 (T 1 (7w
U= |- f 2(Odt = |~ f D wmyz + 3" umum e
T 0 T 0
n=0 n m

sr.vrednost =0
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n=20: (u(o))z = Ug
n=>1: (u("))2 = 2(U(”))2 cosz(nwlt + 9(")) — sr.vrednost = (U(”))2

U= UG+ ) WM, D= |+ ) amy
n=1 n=1

Samim tim, prividna snaga je jednaka:

= [(u@))z + S(U m)* h [(i@))z + i(un)f]%

. Ly “: ‘ S P . Y .
| u sloZenoperiodi¢nom reZimu se moZe definisati faktor snage k,, = 5 Ovaj faktor oznacava koji se deo

raspoloZive energije, pri datim efektivnim vrednostima napona i struje, stvarno koristi u mrezi u
nepovratnom procesu.

Pitanje 78.
Ustaljen pseudoperiodicni rezim.

Posmatrajmo linearno, vremenski nepromenljivo kolo bez akumulirane energije u kome deluje
pseudoperiodi¢na ekscitacija:

e(t) = Ee’t cos(wt + ).
Prinudni odziv kola je opisan funkcijom istog tipa kao i ekscitacija:
Vp(t) = Yine? cos(wt + §).

Ako je za krajeve generatora vezana pasivha mreza, bez akumulirane energije, ukupan odziv ¢e posle
dovoljno dugo vremena postati jednak prinudnom odzivu (ustaljen rezim —komponenta yj, (t) iS¢ezava).

y®) =y (@ + ¥, )], =y, ()

t>oo

Ekscitacija i odziv se mogu napisati i u obliku:

1 . . 1 . .
e(t) = EEmgﬂ/e(U"'](Jl’)f + EEme—]}/e(a—]oo)t

1 . . 1 ) )
y(t) = EYmeﬁe("ﬂ“’)t + EYme‘f‘se(“‘f“’)t
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Kompleksa veli¢ina (¢ + jw) ima prirodu frekvencije i predstavlja kompleksnu frekvenciju eksitacije: s =

o+ jw, paje:
e(t) = e (t) + ex(t)
1
a®=ze®) e(®) = Ene
e,(0) =ei(t)  Ep = Epel
odnosno:

y(©) = y1(8) +y.(0)
Y (©) =3y YO = Ve
Y2(0) = yi(t) Y = Vipel®
Sada se iz diferencijalne jednacine odziva
A(D)y(t) = B(D)e(t)
dobija komleksna algebarska jednacina
A()y(t) = B(s)e(D).
Deljenjem leve i desne strane sa e*¢, dobija se:
A(s)Yn = B(s)Em

jednatina odziva u kompleksnom domenu. Kompleksan odziv Y}, se sada lako odreduje:

_B(s)

I = ) B = T(s)Enm

gde je

B(s) Y, Y®

T(s) =A(§) " E, _g(_t)

kompleksna funkcija mreze.

Za linearan otpornik, kalem i kondenzator, relacije napona i struje i impedanse/admitanse u
vremenskom i kompleksnom domenu su:

a) Otpornik: ug, = Rjig, = Ug, = Rilg,, Zg, = R;, odnosno Yp. = 1/Z, = 1/R; = G;
b) Kalem: uy, = LiDiy,, = Uy, = L;sl,, Z,, = Ljs, odnosno Y, = 1/&}. = 1/L]_£

¢) Kondenzator:ic, = CDuc, = I, = CysUc,, Z¢, = 1/Cks' odnosno Y, = 1/Z¢, = Cis
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Pseudoperiodi¢ni reZim je najopstiji sluéaj koji nastaje pri:s = 0 + jw,sacg # 0iw # 0.
Trenutna vrednost odziva y(t) dobija se iz kompleksnog odziva Y,,, na osnovu relacija:
y(t) = Re{Y;,e5} = Vet cos(wt + &)

pri éemu je kompleksna frekvencija s razli¢ita od sopstvenih frekvencija kola.

Pitanje 79.

Rezonancija u opstem slucaju sistema koji se opisuje linearnom diferencijalnom
jednacinom.

Definicija:

Pojava koja nastaje u fizickom sistemu kada je frekvencija pobude jednaka nekoj od sopstvenih
frekvencija sistema naziva se rezonancija. Prinudni odziv koji tada nastaje jeste rezonantni odziv, a on
moze imati amplitudu veoma velike vrednosti i pri pobudi male amplitude.

Posmatrajmo linearan vremenski nepromenljiv fizicki sistem S.

e | S y(1)

Diferencijalna jednacina sistema:
A(D)y(t) = B(D)e(t) .
Ako je pobuda pseudoperiodi¢na i odziv je pseudoperiodic¢an (ustaljen rezim):

e(t) = E,,e’ cos(wt + )
y(t) =Y, cos(wt + &)

Diferencijalnu jednacinu reSavamo najlakse u frekvencijskom domenu:

Zig%:“”*ﬂﬂﬂwhﬁ}

§<

s=o0+tjw.

Sopstvene ucestanosti su koreni karakteristi¢ne jednacine:
A(s) = 0= 51,50, 5

mogu biti proste ili viSestruke.
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Karakteristi¢ni polinom:

As) = (s—5)(s-5) - (s—5) = [[(g—ga

Pobuda je proizvoljna i nezavisna od sistema tako da njena frekvencija moZze biti jednaka nekoj od
sopstvenih ucestanosti sistema:

s=s;=0;+jw;, i=12,..,r (1)

kompleksna funkcija mreze postaje beskonacna pri toj frekvenciji:

jer jer 4(&-) = 0, (1), a tada je beskonacan kompleksan predstavnik prinudnog odziva

Y = T(S)Em|s=5i =

Pri ovim okolnostima nastaje rezonancija.

Trenutna vrednost rezonantnog odziva ne mora biti beskonacna:

0=refe L] @

d? A(s)

A(p)(s) =

s; je sopstvena ulestanost p-tog reda.
Iz izraza (2) mozemo zakljuditi kakav ¢e rezonantni odziv biti posle dovoljno dugo vremena (t — ©0).
0d znacaja je samo tPe’: . S obzirom na to da se redenje moze pisati:

y(t) = tPe?*F (o, w;, t)
gde je F(0;, w;,t) = Re { E ‘g_mej“’it} ogranicena funkcija vremena.
Kako je

lim tPef%it =

t—>oo

0, 0; <0
{Oo 5 >0" = lim y(t)

) t—oo

jer se isto ponasa, imamo da je za g; < 0 mrezZa pasivna a za g; > 0 mreza aktivna.
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Pri rezonanciji ostvarenoj pri nekoj sopstvenoj uéestanosti S; = g; + jw; sa g; < 0 (pasivan sistem)
prinudni odziv ¢e teziti nuli, posle dovoljno dugo vremena, iako se za kompleksnog predstavnika
prinudnog odziva dobija beskonacna vrednost.

Ako je g; > 0 (aktivna mreza) a w; = 0 onda ¢ée se odziv povecdavati sa vremenom (eksponencijalno ako
je koren prost, odnosno po zakonu tPe’:t ako je koren reda p). Ako je 0; > 0 a w; # 0 odziv je u vidu
oscilatorne funkcije sa amplitudom koja se povecava sa vremenom i posle dovoljno dugo vremena
dostiZze beskonacnost.

Pitanje 80.
Idealna rezonancija u elektri¢nim kolima.

Posmatramo linearnu, vremenski nepromenljivu mrezu N bez akumulirane energije sa jednim pristupom
i jednim nezavisnim naponskim generatorom.

Pri pobudi naponskim generatorom ulazni napon mreze N: u,(t) = ug4(t). Diferencijalna jednacina

odziva za ulaznu struju iy (t):
A(D)iy () = B(D)uy(t)

Ako je generator pseudoperiodi¢an u,(t) = Ume® cos(wt + 6;). kompleksna ugestanost pobude je
s = 0 + jw. Ustaljen odziv je pseudoperiodian, istog oblika kao i pobuda i (t) = I,,e%" cos(wt + V).

Sopstvene ucestanosti sistema su koreni karakteristi¢ne jednacine

A(s)=(s-51)(s—52) (5= 5) = 0= 51,5, .,

,, Tri uslova” rezonancije (ekvivalentni su medusobno, mislim, uslovi...)

1) Osnovni uslov za nastajanje rezonancije je jednakost ucestanosti pobude nekoj od sopstvenih
u€estanosti, odn. s = s;.

Funkcija mreze ¢e biti beskonacna:

E.l(t) _ _ E(ﬁi) Ii
1,0~ X = () = T Gy

pa se ova rezonancija naziva i strujna rezonancija.
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2) Prakti¢an uslov rezonancije
Iy = Xul(i)lszsil_]gm =

Xu,(g) je kompleksna ulazna admitansa, odakle nalazimo kompleksnu ulaznu impedansu.

1 Als;
2y = = B

B B

Sto predstavlja praktican uslov za odredivanje rezonancije. Ova rezonancija se naziva i
idealnom upravo iz razloga $to se mreza N ponasa kao mreza bez gubitaka.

Ry (o,w) =0, Xy(o,w) =0
3) Kompleksni predstavnik prinudnog odziva (struje) je beskonacan
Ly = Y (s)Ugm =

Sto zapravo oznacava da je njen moduo (amplituda) beskonacéne vrednosti. Trenutna vrednost
struje pri rezonanciji iznosi

o [ B(si) o
y,(t) = tPe’Re {A(T(;i)l_]gme“"lt}

gde A(p)(gi) predstavlja izvod p-tog reda polinoma 4(5) po promenljivoj s; za s = s;, gde je

s; koren p-tog reda polinoma A(s).

Pitanje 81.
Rezonancija pri pobudi prostoperiodicnim generatorom.

Posmatramo delovanje prostoperiodicnog naponskog generatora u linearnom, vremenski
nepromenljivom kolu bez akumulisane energije.

uy(t) = Ugm cos(a)t + Bg)
kompleksna ucestanost pobude je s = jw.

Frekvenciju prostoperiodi¢nog generatora moZzemo menjati samo po imaginarnoj osi frekvencija.
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Kolo bez gubitaka

Koristimo idealne generatore i mreZze bez gubitaka. sopstvene ucestanosti kola bez gubitaka su na
imaginarnoj osi u s-ravni.

S = jw;

U kolima bez gubitaka se moZe ostvariti idealna rezonancija bilo promenom frekvencije
prostoperiodi¢nog generatora, bilo podeSavanjem parametara mreze N (Cime uticemo na promenu
sopstvenih frekvencija kola).

Kolo sa gubicima

Realna kola su uvek sa gubicima — sadrZe rezistivne elemente u kojima se energija nepovratno pretvara u
toplotu (o; # 0). Sopstvene ucestanosti takvih kola nalaze su u levoj poluravni kompleskne frekvencije
5i=0; tjw;

Delovanjem prostoperiodi¢nih generatora u takvim kolima se nikad ne moZe ostvariti idealna
rezonancija, s obzirom da se kompleksna frekvencija generatora nalazi na imaginarnoj osi. Mogu se
ostvariti samo neki aspekti rezonancije/antirezonancije:

1) jednakost imaginarnih delova ucestanisti generatora i sopstvene uéestanosti kola:
w=w;iliw=w
Ovaj slu¢aj nazivamo pravom rezonancijom.

Znacaj se ogleda u tome Sto prostoperiodi¢nim generatorom mozemo podrzati sopstvene
oscilacije kola, tj. moZzemo nadoknaditi gubitke kola. Tako da u kolu dobijemo prostoperiodicani
rezim ucestanosti wi (ili wj) uz mali utrosak energije generatora. Potrebno je da prostoperiodicni
generator bude iste frekvencije i u fazi sa signalom sopstvenog rezima.

2) moZe se postiéi deo uslova Zu,(g)L:S‘ = 0 koji se odnosi na imaginarni deo. Tj., moZe se postici
Xul@)=0. (1)

Ulazna impedansa je tada Cisto realna:
Zy(jw) = Ry (w)
odnosno argument admitanse je jednak nuli:

Xul (w) —
Ry (w)

@ (w) = argZ,;(jw) = arctan

mreZa se ponasa kao rezistivna.

Prostoperiodi¢ni napon i struja na ulazu mreZe su u fazi pri ispunjenom uslovu (1) bez obzira
koja je od tih veli¢ina odziv a koja pobuda. Ovakav rezim se naziva fazna rezonancija.
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3) MoZemo pokusati da ostvarimo maksimalnu mogucu ulaznu struju pri pobudi naponskim

generatorom.
Ugm
Ly =Y, (o)U,, = —2
aAm _ul(/ Ygm Zul(]w)
Ugm
Lim = |lim| = Yy (@)U, = —22—
im |_1m| ul gm Zul (w)

Pri konstantnoj amplitudi generatora struja zavisi od parametara mreZe i od frekvencije generatora, tako
daje

Lim = Ilm(x)

gde je
X = {Riil‘j' Crr ms T '"'w} = {xe}

gde smo sa x oznacili vektor promenljivih od kojih zavisi amplituda odziva.

Maksimalnu vrednost struje nalazimo iz relacije:

=0= X¢c =Xy, Ilm(XA) = [Ilm]max

pri cemu smo samo jednu od komponenti vektora x smatrali promenljivom, dakle, ostvarili smo
parcijalni maksimum struje. Ovakav reZim jos nazivamo i amplitudskom rezonancijom.

Pitanje 82.
Idealna antirezonancija u elektri¢nim kolima.

Posmatramo linearnu, vremenski nepromenljivu mrezu N bez akumulirane energije sa jednim pristupom
i jednim nezavisnim strujenim generatorom.

Pri pobudi strujnim generatorom ulazna struja mreze N: i;(t) = ig(t). Diferencijalna jednatina odziva

za ulaznu napon u, (t):
A(D)uy(t) = B(D)ig(t)

Ako je generator pseudoperiodi¢an ig(t) = Igme"t cos(wt + ng). kompleksna ucestanost pobude je
s = 0 + jw. Ustaljen odziv je pseudoperiodian, istog oblika kao i pobuda u, (t) = U,,e°t cos(wt + 0).

Sopstvene ucestanosti sistema su koreni karakteristi¢ne jednacine

A(s) = (s—s1)(s—52) (s —5) = 0= 51,5, .5
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»Tri uslova“ antirezonancije (ekvivalentni su medusobno, mislim, uslovi...)

D

2)

3)

Osnovni uslov za nastajanje antirezonancije je jednakost ucestanosti pobude nekoj od
sopstvenih uéestanosti, odn. s = s;.

Funkcija mreZe ce biti beskonacna:

uq(t B(s; U
_1():Z(£)| _ :_(_"):OO:ﬂ
ig(t) s=si - A(s;) Iym
Um = T(5i)Igm = ©
pa se ova antirezonancija naziva i naponska rezonancija.
Praktican uslov rezonancije
Qm = _ul(£)|§=§i!gm = @

Zul (g) je kompleksna ulazna impedansa, odakle nalazimo kompleksnu ulaznu admitansu.

1 Als;)
Yu(s)l ., = Zu (5) “B(s)

0

Sto predstavlja prakti¢an uslov za odredivanje antirezonancije. Ova antirezonancija se naziva i
idealnom upravo iz razloga $to se mreza N ponasa kao mreza bez gubitaka.

Gy (o,0) =0, B, (o,w) =0

Kompleksni predstavnik prinudnog odziva (napona) je beskonacan

Un = Zul(ii)!gm =

Sto zapravo oznacava da je njen moduo (amplituda) beskonacne vrednosti. Trenutna vrednost
napona pri antirezonanciji iznosi

B(s-) .

— tPpoit S Jjwit

y1(t) = tPe%iRe {A(p) ) Iyme }

gde é(p)(gi) predstavlja izvod p-tog reda polinoma A(g) po promenljivoj s; za s = s;, gde je s;

koren p-tog reda polinoma é(g).
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Pitanje 83.
Antirezonancija pri pobudi prostoperiodi¢nim generatorom.

Posmatramo delovanje prostoperiodi¢nog strujnog generatora u linearnom, vremenski nepromenljivom
kolu bez akumulisane energije.

ig(t) = Igm cos(wt + l/)g)
kompleksna uéestanost pobude je s = jw.

Frekvenciju prostoperiodicnog generatora mozemo menjati samo po imaginarnoj osi frekvencija.

Kolo bez gubitaka

Koristimo idealne generatore i mreZze bez gubitaka. sopstvene ucestanosti kola bez gubitaka su na
imaginarnoj osi u s-ravni.
Si = Jwi

U kolima bez gubitaka se moZe ostvariti idealna rezonancija bilo promenom frekvencije
prostoperiodi¢nog generatora, bilo podesavanjem parametara mreze N (¢ime uticemo na promenu
sopstvenih frekvencija kola).

Kolo sa gubicima

Realna kola su uvek sa gubicima — sadrZe rezistivne elemente u kojima se energija nepovratno pretvara u
toplotu (o; # 0). Sopstvene ucestanosti takvih kola nalaze su u levoj poluravni kompleskne frekvencije
Si=0; tjw;

Delovanjem prostoperiodi¢nih generatora u takvim kolima se nikad ne moZe ostvariti idealna
rezonancija, s obzirom da se kompleksna frekvencija generatora nalazi na imaginarnoj osi. Mogu se
ostvariti samo neki aspekti rezonancije/antirezonancije:

1) jednakost imaginarnih delova ucestanisti generatora i sopstvene uéestanosti kola:
w=w;iliw=w
Ovaj slucaj nazivamo pravom antirezonancijom.

Znacaj se ogleda u tome Sto prostoperiodi¢nim generatorom mozemo podriati sopstvene
oscilacije kola, tj. moZemo nadoknaditi gubitke kola. Tako da u kolu dobijemo prostoperiodicani
rezim ucestanosti wi (ili wj) uz mali utrosak energije generatora. Potrebno je da prostoperiodicni
generator bude iste frekvencije i u fazi sa signalom sopstvenog rezima.

2) moZe se postiéi deo uslova Xul(g)L:S' = 0 koji se odnosi na imaginarni deo. Tj., moZe se postidi
By(w)=0. (1)

Ulazna impedansa je tada Cisto realna:
Yu(o) = Gy (w)
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odnosno argument admitanse je jednak nuli:

By (w) _

] w) =argY,;(jw) = arctan ———=
ul( ) g_ul(] ) G l( )
mreza se pona§a kao rezistivna.

Prostoperiodi¢ni napon i struja na ulazu mreZe su u fazi pri ispunjenom uslovu (1) bez obzira
koja je od tih veli¢ina odziv a koja pobuda. Ovakav rezim se naziva fazna antirezonancija.

3) MoZemo pokusati da ostvarimo maksimalno mogu¢ ulazni napon pri pobudi strujnim
generatorom.

Upy = Zoy Gl = ﬂ

Z1im _ul(/ gm Zulow)

Ulm = |Q1m| = Zul(w)lgm = Y. ‘lg(r:;)
u

pri konstantnoj amplitudi generatora napon zavisi od parametara mrezZe i od frekvencije generatora,
tako da je

Uim = U (%)

gde je
X = {Ri,Lj, Crr Um> T ...,w] = {x.}

gde smo sa x oznacili vektor promenljivih od kojih zavisi amplituda odziva.

Maksimalnu vrednost napona nalazimo iz relacije:

dUym
dB

=0= BC = BA' Ulm(BA) = [Ulm]max

pri ¢emu smo samo jednu od komponenti vektora x smatrali promenljivom, dakle, ostvarili smo
parcijalni maksimum napona. Ovakav reZim jo$ nazivamo i amplitudskom antirezonancijom.
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Pitanje 84.

Prelaz sa Fourier-ovog reda na Fourier-ovu transformaciju.

Posmatrajmo proizvoljnu funkciju vremena f(t). MoZzemo uoditi proizvoljan interval (t;, t,) i izvrsiti
periodi¢ko produZenje funkcije iz tog intervala ¢ime se dobija funkcija f,(t) periode T: T =t, — ty,
fa(t +kT) = fo(t), k=0,%1,+£2, ..

1

il
£

Periodi¢na funkcija f, (t) se potpuno poklapa sa originalnom funkcijom f(t) u intervalu (t;, t,):

fa(®) = £ (D), i <t <t
U tackama prekida, funkcija konvergira srednjoj vrednosti funkcije f,(t) u toj tacki. Tacke prekida su

granice intervala, pa je: f,(t;) = f,(t;) = f,(t; + kT) = %[f(tf) + f(t7)].

Periodi¢na funkcija f,;(t) ako zadovoljava Dirichlet-ove uslove, moZe se razviti u Fourier-ov red u
kompleksnom obliku:

+00
fl® = ) Crelnont

n=—oo

sa kompleksnim koeficijentima (amplitudama):

1 to+T
o=z [ fu@en(-jnonar
to

.y . .. . . 21
pri ¢emu je w; ugaona frekvencija ponavljanja signala: w; = -

Ako se za pocetni trenutak integracije usvoji trenutak t;, koeficijent Fourier-ovog reda periodi¢ne
funkcije f,(t) bice odreden sa:

t1+T o
C, = ?J‘ f(@er(—jnw,t)dt = Cre’/? .
ty

Ovi koeficijenti su definisani u diskretnim tackama nw,, na osi frekvencije.
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Grafici modula i argumenata kompleksnih koeficijenata C,, obrazuju amplitudski (parna funkcija) i fazni
spektar (neparna funkcija) Fourier-ovog reda.

C. it
C .G, C.c W

c. :C, y

020, o

Amplitudski spektar Fazni spektar

Posto se frekvencije u spektru koeficijenata Fourier-ovog reda javljaju u diskrethnom nizu, tada se
osnovna frekvencija w;, moZe shvatiti kao prirastaj (korak) frekvencije:

Aw = wy1 — W = W

paje:
Aw (2

Cn=7— . f(r)e In@itdr

Da bi se aproksimativna periodi¢na funkcija f,(t) poklapala sa originalnom funkcijom f(t) u Sto Sirem
intervalu, pomeriéemo granice: donju granicu pomeramo ulevo — u tacku t; < t;, a gornju granicu
udesno — u tacku t; > t,.

Nova funkcija f, (t) je sada opisana Fourier-ovim redom:

fO =) CierGnaso),

n=—oo

sa kompleksnim koeficijentima

1 té N Aw' té
Cn== f f@elimein)d = — [ f(r)er(—jnwir)dr,
T t:’l 21 t{

. . 2
pri éemu je wy = T—7,T =Aw', T =t; —tj.
Da bi aproksimativna periodi¢na funkcija f,(t) prekrila polaznu funkciju f(t) po celoj vremenskoj osi,
granice intervala moraju da teze ka —oo i 4o00: t; - —oo,t, = 400, tako da funkcija f,(t) ima
beskona¢nu periodu T — oo . Odgovarajuéa frekvencija ponavljanja postaje beskonac¢no mala:w; =
Aw — dw, a diskretne ucestanosti nw; uzimaju kontinualne vrednosti w: nw; = w.
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Koeficijenti Fourier-ovog reda C,,, koji su bili diskretnih vrednosti, postaju kontinualne promenljive,
beskonacno malih amplituda jer je

Aw t2 . dw *®
= — (=jnw,7) _ 2@ Al
G = [ et menar = cw) = 52 | rmerjonar,

Posto funkcija f,(t) zadovoljava Dirichlet-ove uslove, zakljuéujemo da je funkcija f(t) integrabilna po
celoj vremenskoj osi, tj. integral te funkcije ima konacnu vrednost. Integral funkcije f(t) je nova funkcija
koja ne zavisi od vremena, ve¢ samo od frekvencije w.

Ta funkcija se naziva Direktna Fourier-ova transformacija funkcije f (t) i oznadava se sa:

F(jw) = FIF (D)) = f F@eN(—jor)de

pri cemu je:
tﬁ_oll_“gﬁm f.® =f@), (Vb
asuma uizrazu £, (t) = X1 C,e/m1¢ prelazi u integral:
c c dw r+® © jat gy da)F )
- = = — e
nwq w, Ln =" 2l f e o _(100
=70 fﬂod‘”F weiot = fmF iw)elotd
b = _ - .
fa f . o _(]a) e . B _(]w e w

Prelazak iz kompleksnog domena u vremenski domen mogu¢ je Inverznom Fourier-ovom
transformacijom definisanoj kao:

1 [+
F(©) = FHF o)) = 5 j F(jo)er(jor)dw

Funkcija f(t) i njena Fourier-ova transformacija su medusobno jednoznaéno odredene i predstavljaju
tzv. Fourier-ov transformacioni par.

164 | TEK skripta



Pitanje 85.
Jednacine kola u domenu Fourier-ove transformacije.

Resavanje kola primenom Fourier-ove transformacije, formalno se svodi na pisanje istih jednacina u
kompleksnom domenu, kao za ustaljen prostoperiodicni rezim, jer je oblik funkcija mreze isti. Za
linearno, vremenski nepromenljivo kolo bez akumulirane energije, pobuda e(t) izaziva odziv y(t), sto je
odredeno diferencijalnom jednacinom A(D)y(t) = B(D)e(t).

Ako odziv i pobudu izrazimo u formi inverznih Fourier-ovih transformacija

1 (t*® .
y© = 5= [ VGaetene

+ oo

e(t) = %f E(jw)e”(jwt)dw

i primenom operacije diferenciranja dobija se:

400

1 )
A0 =5- [ ¥Golame]do

+o0

AD)Y(E) = % f Y(j)[A(D)e/*7|dw

1 [t .
= —j Y(jw)[AGw)e/*T|dw
2w J)_
1 [t )
= | WGoaGe)eseos
21 J)_ o
=F H{Y (w)AGw)}
B(D)e(t) = FHE(jw)B(jw)}
jer linearne operacije izvoda i integrala mogu medusobno zameniti redosled izvr§avanja.
Polazna diferencijalna jednacina se moze napisati u obliku:
FHY(jw)A(w)} = FHE(w)B(jw)}
Nakon Fourier-ove transformacije leve i desne strane dobija se:
Y(jw)A(w) = E(jw)B(jw),
pa je kompleksan odziv odreden relacijom

Y(jw) = %E(ﬂu) =T(wE(w),
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gde je
B(jw) _Fly(®)}
AGjw) — Fle(®)}

T(jw) =
funkcija mreze u domenu Fourier-ove transformacije.

Formalno, funkcija mreze je potpuno ista kao u slucaju ustaljenog prostoperiodi¢nog rezima.
Fundamentalna razlika se ogleda u tome sto je kod ustaljenog prostoperiodi¢nog rezima funkcija koli¢nik
obrtnih fazora i definisana u jednoj odredenoj tacki w,; (ucestanost pobude) a kod primene direktne
Fourier-ove transformacije funkcija mreze je koli¢nik Fourier-ovih transformacija odziva i pobuda i
definisana je po celoj w-osi. Trenutni odziv kod Fourier-ove transformacije odredujemo primenom
inverzne Fourier-ove transformacije.
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