b
Y =Y, = a—ZE ag # 0.

Za odredivanje integracionih konstanti potrebno je poznavati pocetne uslove. Ako je komutacija
regularna vazice: uc, (0%) = uc, (07), iLj(0+) = iL].(O') ali iako to nije ispunjeno do promene pocetnih

uslova mozZe dodi jedino usled delovanja ekscitacije tj. vazi:
uc, (07) = aiE, iLj(0+) = BkE, (ak, Bk ER)

Stoga, ako nema visestrukih korena,

T

b
YO = ) K+ 2E = u(uc(0%),,(0%),e(0%) = g1E

i=1
T

Dy(0%) = Y $iK; + 0 = £,(uc(0%),,(0%),e(0) = g

i=1

DDy(0%) = )" SPUKG +0 = fu(uc(07,,(0%),(0M) = g, B

=1

Odakle sledi da su svi koeficijenti srazmerni sa E:
K; = k;E, (i=12,..1)

Ukupno resenje za t = 0:

T
b
y(©) =) kuest+ 2| E
i=1 do

@(t)

Slican je postupak i za slu¢aj kada postoje visestruki koreni gde se dobija:

p r
. b
y(t) = Zt‘_lki esit 4 Z Eieiit+a—0 E, t=0
0

i=1 i=p+1

@(t)

Konacno resenje za Vt:

y® =FOF={, 005 (50

gde je f(t) funkcija koja je okarakterisana mreZzom vezanom za krajeve nezavisnog generatora a ne

zavisi od vrednosti skoka ekscitacije E naziva se funkcija mreZe a definisana za odziv na delovanje
Heaviside-ovog generatora naziva se indiciona funkcija kola.
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0 =22 = ponw ={ 0 150

Moze se dobiti direktno iz polazne diferencijalne jednacine A(D)y(t) = B(D)e(t) = byEh(t)
deljenjem obe strane jednacine sa skokom ekscitacije E:

AD)YZE = hyh(t) = AD)F(©) = boh(D), gdeje f(£) =22

funkcija mreze definisana za odziv na delovanje Heaviside-ovog generatora.

Sto se za t = 0 svodi na nehomogenu diferencijalnu jednacginu sa konstantnim nehomogenim delom
A(D)@(t) = by, ¢ijim reSavanjem odredujemo funkciju ¢ (t).

Priroda indicione funkcije zavisi od prirode odziva i ekscitacije. Ako je ekscitacija naponski generator

ugy(t) = Uh(t) odziv moZe biti ulazna struja i;(t) ili struja odn. napon neke druge grane:
l] i]
— >0 — + — +
+ + I U + l; U
ug() U, Cf) u
l
. N £ o N

Odgovarajuce indicione funkcije mreze su:

- indiciona ulazna admitansa: fyu(t) = lll(]t)

U

u;(t)
U

- indiciona prenosna admitansa: fy}. (@B =

- indiciona transmitansa napona: fMj (B =

Ako je ekscitacija u vidu strujnog generatora, kao na slici pod b), iy (t) = Ih(t), odzivi mogu biti: ulazni

napon, u, (t), napon ili struja neke druge grane: u;(t), i;(t).

Odgovarajuce indicione funkcije mreze su:

N . t

- indiciona ulazna impedansa: f7, (t) = ulT()
i(t
- indiciona prenosna impedansa: ijl ) = u’T()

- indiciona transmitansa struja: fN]. (®) = ;
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Pitanje 62.

Regularna i neregularna komutacija.
Posmatramo kola bez akumulirane energije.

Regularna komutacija

Pod pojmom komutacije se u uZzem smislu podrazumeva ukljucivanje ili iskljucivanje neke grane (ili vise
grana) u elektri¢cnom kolu, dok se, Sire posmatrano, pod ovim pojmom podrazumeva nagla (skokovita)
promena nekog od parametara kola. Do promene pocetnih uslova u kolu bez akumulirane energije moze
dodi jedino usled delovanja ekscitacije. Komutacija je regularna ako se pri njoj zadrzavaju uslovi
neprekidnosti napona kondenzatora i struje kalemova:

U (07) = ug,(07),  ,(0) = i;,,(07)

Neregularna komutacija

U modelima linearnih i vremenski nepromenljivih kola moZe dodi i do takve komutacije pri kojoj nisu
zadovoljeni pocetni uslovi neprekidnosti napona kondenzatora i/ili struje kalemova. U tom slucaju radi
se o neregularnoj komutaciji. U fizickim kolima to se ne moZe desiti jer nagla promena pocetnog uslova
oznacava i naglu promenu energije, odnosno naglu promenu elektricnog/magnetskog (EM) polja, $to
nije mogucée jer je maksimalna brzina promene EM polja jednaka brzini svetlosti. Medutim, u nedovoljno
ta¢nim modelima elektri¢nog kola, kada se ne uzimaju u obzir svi relevantni efekti, moze doci do
neregularne komutacije.

Delovanje Heaviside-ovog generatora se moZze shvatiti kao ukljucenje (iskljucenje) konstantnog
generatora napona (struje) u nekom trenutku. Neka je diferencijalna jednacina odziva

AD)y(t) = B(D)ER(t)

Na osnovu poredenja reda polinoma A(D) i B(D) moZemo odrediti da li je re¢ o regularnoj ili
neregularnoj komutaciji, $to ¢emo pokazati na primeru kola drugog reda.

Konacno resenje za Yt pomenute diferencijalne jednadine:

f() = p()h(t), indiciona funkcija kola
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MoZemo pisati

AD)f () = B(D)h(D)
Neka je r red polinoma A(D), u nasem slucaju r = 2, a q red polinoma B(D).

A(D) = DZ + alD + ag

B(D) = by + by D + b,D* + -
B(D)h(t) = byh(t) + by Dh(t) + by D?h(t) + -
= boh(t) + by8(t) + by8' () + -

AD)f(t) = Df(t) + a; Df (t) + aof (t)
= ao(p(Oh(®)) + a1 [D(@(®OA®))] + [D? (e (DA(D))]
= agp()h(t) + a1 [De(Oh(t) + @(07)5()]
+ [D2p(®)h(®) + Dp(0)8(t) + D((0M))h ()] + @(07)8' () 7
= h(®)[aop(t) + a;Dp(t) + D*@(t)] + §(O)[a;9(0%) + Dp(01)] + &' () (0*)

Razlikova¢emo tri slucaja:

1) g<r: q=1,r=2

Jednatina A(D)f(t) = B(D)h(t) se svodi na:

h(t)[app(t) + a;Dp(t) + a;D*(0)] + () [a;9(0%) + aDp(07)] + 8’ () a@(0%)
= boh(t) + b1 6(t)

Vrsimo balansiranje prethodne jednacine:
h(t) (DZ + alD + ao)(p(t) = bO
o(t): a;9(0%) + Dp(0*) = by
&' (¢t): p(0t) =0
p(0) =0 = f(0*)=0=y(0") =0.
Ispunjen je uslov y(0*) = y(0™) = 0, za bilo koju promenljivu u kolu.

Pokazali smo, ako je pobuda u vidu Heaviside-ovog generatora a polinom A(D) viSeg reda od
polinoma B(D), da je re¢ o regularnoj komutaciji (nije doslo do promene pocetnih uslova)

"Dp(0*) = D((p(t)) zat = 0%, dok je D((p(O")) = % = 0 (izvod konstante)
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2) q =7Tr: q =7r = 2
Jednatina A(D)f (t) = B(D)h(t) se svodi na:

h(t)[aop(t) + a;Dp(t) + a;D*p(0)] + () [a;9(0%) + aDp(07)] + 8’ () a@(0%)
= boh(t) + b1 6(t) + by 8'(t)

Vrsimo balansiranje prethodne jednacine:

h(t) (DZ + alD + ao)(p(t) == bO
§@):  a;p(0%) + Dp(0*) = by
'(6): P(0") = by

p(0")#0 = f(0*) 0= y(0") #0.
Nije ispunjen je uslov y(0) = y(0~) = 0, za bilo koju promenljivu u kolu.

Pokazali smo, ako je pobuda u vidu Heaviside-ovog generatora a polinom A(D) istog reda kao i
polinom B(D), da je re¢ o neregularnoj komutaciji (jeste doslo do promene pocetnih uslova)

3) g>r: q=3,r=2

Jednatina A(D)f(t) = B(D)h(t) se svodi na:

h(t)[aop(t) + a; Do (t) + a;D*p(0)] + () [a;9(0%) + azDp(07)] + 8’ () a@(0%)
M

= boh(t) + b;6(t) + b,6'(t) + b36"'(t)

Posto na levoj strani jednakosti nemamo ¢lan &' (t) pretpostavka da je f(t) = @(t)h(t) je
pogresna, pa ¢emo uvesti slede¢u pretpostavku: f(t) = @(t)h(t) + H,5(t). Sada je leva strana
jednakosti, odn.

AD)f() =M + agH,6(t) + a;H 6" (t) + H; 8" (t)

Vrsimo balansiranje prethodne jednacine:

h(t): (D? + a;D + ay)e(t) = b,
§(): a,p(0%) + Dp(0%) + agH, = by
&' (¢t): ¢(0*) +a;H, = b,
8" (t): H, = b,

Iz poslednje tri relacije nalazimo nove pocetne uslove @(0%) # 0,Dp(0") # 0 i dalje resavamo
nehomogenu diferencijalnu jednadinu po ¢ (t).

U opstem slucaju, u reSenju diferencijalne jednacine odziva se javlja zavisnost od §(t) i njegovih izvoda
pa je re€ o neregularnoj komutaciji. Pokazali smo, ako je pobuda u vidu Heaviside-ovog generatora a
polinom A(D) manjeg reda od reda polinoma B(D), da je re¢ o neregularnoj komutaciji (jeste doslo do
promene pocetnih uslova).
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Pitanje 63.

Odredivanje odziva na Heaviside-ovu pobudu , balansiranjem” diferencijalne
jednacine odziva

Neka u lineranom i vremenski nepromenljivom kolu r-tog reda bez akumulirane energije deluje

Heaviside-ov generator e(t) = Eh(t). Objasni¢emo primenu balansiranja diferencijalne jednacine
odziva na primeru.

Neka je diferencijalna jednacina odziva
AD)y(t) = B(D)ER(Y)

Konacéno resenje za Vt:

70 =000 <108 = {0 126

() = e()h(t), indiciona funkcija kola

MoZemo pisati

AD)f () = B(D)h()
Neka je r = 2 red polinoma A(D), a q = 1 red polinoma B(D).

A(D) = D2 + alD + g

B(D) = by + by D
B(D)h(t) = byh(t) + b Dh(t)
= boh(t) + b1 6(t)

D*f(t) + ay Df(t) + aof (t)
ao(@(OR(®)) + a1 [D(e(@ORD)] + [P (@(DR(D))]
agp(t)h(t) + a;[De()h(t) + @(07)5(t)]
+ [D2p(®h(®) + Dp(0)8(t) + D(9(0M))h(t)] + 9 (078" () 8
h(®)[agp(t) + a;De(t) + D*p(t)] + §()[a;p(0*) + Dp(0*)] + 8’ () (0*)

AD)f(®)

Jednatina A(D)f (t) = B(D)h(t) se svodi na:

h(t)[agp(t) + a; Do (t) + a;D*p(0)] + () [a;9(0%) + aDp(01)] + &' () a,@(0%)
= boh(t) + b1 6(t)

¥ Dp(0%) = D((p(t)) zat = 0%, dok je D((p(O")) = % = 0 (izvod konstante)
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Vr$imo balansiranje prethodne jednacine, odn. izjednaéavamo odgovarajuce ¢lanove uz h(t), 5(t),8'(t)
(u opstem slucaju 6"'(t), ...) sa leve i desne strane:

h(t): (D*+aD +ag)e(t) =by (1)
6(t):  a9(0") +De(0%) = by (2)
&' (0): (0 =0 @)

Ubacivanjem (3) u (2) dobijamo:
Dp(0%) = b,

pa zatim reSavamo nehomogenu diferencijalnu jednacinu (1) Ciji je karakteristi¢ni polinom
A(S)=S?’+a;S+ay=0
a redenje oblika ¢(t) = K e31t + K,e52t,

Pomodu pocetnih uslova
p(0*) =0
Dp(0%) = by

nalazimo konstante K; i K,.

Konacno,
y(t) = p(®)h()E.

Ispunjen je uslov y(0%) = y(07) = 0, za bilo koju promenljivu u kolu.

Pitanje 64.

Odziv na impulsnu pobudu. Green-ova funkcija.
Ako je ekscitacija impulsnog oblika u kolu se po pravilu javlja neregularna komutacija — vrsi se izmena
pocetnih uslova:

uc(0%) #uc(07), i, (0%) #i,(07).

Posmatrajmo linearno i vremenski nepromenljivo kolo r-tog reda bez akumulirane energije, u kome
deluje impulsna ekscitacija: e(t) = F§(t). Diferencijalna jednacina odziva je: A(D)y(t) = B(D)Fé(t)
sa pocetnim uslovima D'=1y(07) = 0, (i = 1,2,...r). Odziv se moZe redavati posredno, na osnovu veze
Heaviside-ove i Dirac-ove funkcije (odn. indicione i Green-ove funkcije kola), i direktno, iz polazne
diferencijalne jednacine.
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Posredno resavanje

1)

2)

Na osnovu veze Heaviside-ove i Dirac-ove funkcije kola.

Kako je:
6(t) = lim 6,.(¢t)
£-0
pri éemu je:
1
6:(t) = < [h(®) = h(t = o)1,
tade je ekscitacija e(t) zadata sa:

e(t) = 11m e:(t) = 11m [h(t) h(t —9)]

Posmatrajmo sada odziv na ekscitaciju oblika e.(t) = e, (t) + e, (t), gde je:

er(t) = Th(t)iey(t) = —Zh(t — ).

Metodom superpozicije, odziv usled ekscitacije e, (t) ¢e biti: y.(t) = y,(t) + y,(t), gde su
vy, (t) i y,(t) odzivi na ekscitacije e, (t) i e,(t), koje odredujemo iz diferencijalnih jednacina:

F
AD)y,(6) = B(D)ey () — y1(t) = —f(©)

ADYY(6) = BDYes (1) — ya(D) = (& — o),

gde je () indiciona funkcija kola.

Tacno redenje na pobudu: () = (), dobija se u grani¢cnom procesu

YO

(t)—hmyg(t)—hm [fO)—ft—e)]=y({t)=F T

Sto znaci da je odziv na impulsnu ekscitaciju srazmeran jacini udara ekscitacije F i izvodu
indicione funkcije po vremenu. Funkcija koja se dobija kao kolicnik odziva na impulsnu
ekscitaciju i jacine udara ekscitacije je funckija mreze koja se naziva Green-ova funkcija:

y(t) ar@®
g(t) = L
prirodu u zawsnostl od prirode odziva i prirode ekscitacije.

. Kao i u sluéaju indicione funkcije i Green-ova funkcija moZe imati razlicitu

Na osnovu veze indicione i Green-ove funkcije kola

Umesto da trazimo Green-ovu funkciju kola iz jednatine A(D)g(t) = B(D)&(t) nalazimo
indicionu funkciju kola iz A(D)f(t) = B(D)h(t). A Green-ova funkcija je jednaka izvodu
indicione funkcije po vremenu.
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Direktno resavanje

Polaznu diferencijalnu jednacinu A(D)y(t) = B(D)F4(t) podelimo sa jaCinom udara ekscitacije F i
dobijamo A(D)g(t) = B(D)&(t), sa pocetnim uslovima D"1g(07) =0, (i =1,2,..r),iz koje

_y®

direktno moZzemo odrediti g(t) = - ReSenje posmatramo u obliku

g(@) = e(®)h(t) + H;5(t) + Hy8'(t) + .

Ako je red polinoma A(D) vedi ili jednak od reda polinoma B(D) u re$enju indicione funkcije postojaée
¢lanovi uz Dirac-ovu funkciju i njen izvod, pa je komutacija neregularna. Pretpostavljeno resenje
ubacimo u A(D)g(t) = B(D)5(t), i izbalansiramo levu i desnu stranu, odakle nalazimo koeficijente
Hy, H,, ... i izmenjene poletne uslove D'"1p(0%), (i = 1,2,...7). Redimo homogenu diferencijalnu
jednacinu A(D)@(t) = 0 saizraunatim pocetnim uslovima.

Ako je red polinoma A(D) manji od reda polinoma B(D), g(t) = @(t)h(t) i reenje se sadrzi samo iz
homogene diferencijalne jednacine A(D)¢(t) = 0, a pocetne uslove nalazimo uzastopnom integracijom
r puta polazne diferencijalne jednacine A(D)g(t) = B(D)&(t) u granicama od 0~ do 07.

Pitanje 65.

Odziv na usponsku i stepene funkcije vremena.
Ako u kolu deluje ekscitacija oblika usponske funkcije

E E
e(t) = ?r(t) = Fth(t),

prinudni odziv se moze odrediti na osnovu veze usponske i Heaviside-ove funkcije:

t
r(t) = j h(r)dt = th(t).
Diferencijalna jednacina odziva
E
AD)y () = B(D)e(t) = B(D) - th(t)
se moZze resiti posredno tako Sto se diferencira i leva i desna strana jednacine ¢ime se dobija jednacina
E
AD)y,(6) = B(D)e(t) = B(D) - h (1)
Sto predstavlja diferencijalnu jednacinu odziva na Heaviside-ovu ekscitaciju.

Odziv y;(t) :gf(t) gde je f(t) odgovarajuca indiciona funkcija, jeste pomoéni odziv — odziv na
Heaviside-ovu (pomoc¢nu) ekscitaciju e (t) = ;h(t). Stvaran odziv na usponsku ekscitaciju e(t) = ?r(t)
je
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t t
o= yodr=z[ f@a

$to u sludaju da je indiciona funkcija data izrazom f(t) = @(t)h(t) iznosi:
E t
y© = 7h@ [ @
0

n
Odzivi na stepene funkcije vremena oblika e(t) = E(%) se takode viSestrukim diferenciranjem i

integraljenjem mogu resiti primenom odziva na Heaviside-ovu ekscitaciju.

Pitanje 66.

Veza indicione i Green-ove funkcije.

Posmatrajmo linearno i vremenski nepromenljivo kolo r-tog reda bez akumulirane energije, u kome
deluje  impulsna  ekscitacija: e(t) = F6(t). Impulsni odziv. na ovu ekscitaciju je
y(t) = Fg(t). Na mesto impulsne ekscitacije ubacujemo pomoéni Heaviside-ov generator e;(t) =
Eh(t). Impulsni odziv na ovu ekscitaciju je y; (t) = Ef(t).

) N @) [N

Diferencijalna jednadina odziva na impulsnu ekscitaciju je A(D)y(t) = B(D)F4&(t), deljenjem ove
jednacine sa F dobijase A(D)g(t) = B(D)6(t) (1).

Diferencijalna jednacina odziva na Heaviside-ovu ekscitaciju je A(D)y,(t) = Eh(t), deljenjem ove
jednacine sa E dobija se A(D)f(t) = B(D)h(t). Diferenciranjem ove jednacine po vremenu dobijamo
D[A(D)f ()] = D[B(D)h(D)]
A(D)Df(t) = B(D)s(t) (2)

Iz (1) i (2) sledi veza indicione i Green-ove funkcije

Df (&) = g(©).
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Pitanje 67.
Odziv na eksponencijalnu i periodicnu pobudu.

Eksponencijalna ekscitacija

Posmatrajmo linearno i vremenski nepromenljivo kolo r-tog reda bez akumulirane energije. Ako je
ekscitacija oblika: e(t) = e, pri ¢emu konstanta a ima prirodu frekvencije, tada je diferencijalna
jednatina odziva: A(D)y(t) = B(D)e® = F(t).

Partikularno reenje y(t) je istog oblika kao F(t) dok se koeficijenti koji figurisu u y(t) nalaze

ubacivanjem pretpostavljenog partikularnog resenja u polaznu diferencijalnu jednacinu ¢ime se dobija
A(D)y(t) = F(t) a zatim se jednacina izbalansira.

Razlikuju se dva slucaja:

a)

b)

Sluéaj kada ucestanost a nije jednaka nekoj od sopstvenih ucestanosti kola (resenje
karakteristicnog polinoma A(§). Tada je odziv kola oblika: y(t) = Ke®. Zamenom u polaznu
jednadinu: AD)y(t) = B(D)e%, dobija se vrednost konstante K:
B(a)
= m,
pri A(a) # 0, gde su A(a) i B(a) polinomi po frekvenciji a, dobijeni iz odgovarajucih
operatorskih polinoma A(D) i B(D). Ako je u¢estanost kompleksna: a = s = (¢ + jw), tada Ce i
koeficijent K biti kompleksan.

Ako je ucestanost a jednaka nekoj od sopstvenih ucestanosti kola: a = s; (bilo da je realna ili
kompleksna) tj. ako je A(a)=0, tada je odziv oblika: y(t)=tPKe* sa:
B(a)
~ A®g’
gde je p red visestrukog korena polinoma A(s), dok A(p)(a) predstavlja izvod p-tog reda
polinoma A(s) po s u tacki s = a. S obzirom na Euler-ovu smenu: et/* = (cosx =+ j sinx),
prostoperiodi¢ne funkcije cos(wt + ) i sin(wt + B) pripadaju klasi eksponencijalnih funkcija.

Prostoperiodi¢na ekscitacija.

Odziv na periodi¢nu ekscitaciju koja se ukljucuje u trenutku t = 0

e(t) = E,, cos(wt + &) h(t)

moze se odrediti direktno ili posredno.

Pri direktnom reSavanju se pretpostavljen prostoperiodi¢ni impulsni odziv

y(t) =Y, cos(wt + y), t=>0
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zameni u polaznu diferencijalnu jednacinu, a zatim izvrsi balansiranje leve i desne strane ¢ime se nalaze
vrednosti Y, i y.

Posredno resSavanje se svodi na odziv na eksponencijalnu ekscitaciju primenom Euler-ove smene:
et/* = (cos x + j sin x). Uvodimo smene:

e(t) = Ene/®t  Ep = Epel?

1

1
e(t) = € e (t) = 2e'(®

Sada je:
e(t) = (gl(t) + gz(t)) h(t).

ReSavamo diferencijalnu jednacinu odziva:
AD)y() = B(D)e(t) = B(D) (ex(t) + &2() ) h(®)
Zat < 0: y(t) = 0, jer je kolo bez akumulirane energije.
Zat = 0: y(t) je reenje diferencijalne jednacine odziva:
AD)y(®) = BOD)e(®) = BOD) (er(t) + ex(8)) = F(2)

y(t) je istog oblika kao i F(t):
y(®) = y1(6) + y2 ()

i ovde uvodimo smene:
y(t) = Vel
y() = Ynel®t Yy =Ypel?
1 1
1O =50 0O =7y"®

Sada reSavamo diferencijalnu jednacinu koju dobijamo deljenjem sa 2 sledece jednadine:

ALY (O = BD)e(®) /-5
AD)y(t) = B(D)e(t)
A(D)Y,,e/®t = B(D)E,,e/®t

Uocavajuci da je De/®t = jwel®t, odn. D?e/®t = (jw)?e/® dobija se da je

A(jw)Ym = B(jw)En
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Konacno,
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y(t) = Y, cos(wt + 6).



Pitanje 68.

Odredivanje potpunog odziva.

U najopstijem slucaju kolo sadrzi generatore i poseduje akumuliranu energiju. Odziv koji pritom nastaje
predstavlja potpun odziv i posledica je oba navedena uzroka. Posmatra se opet jedno linearno i
vremenski nepromenljivo kolo reda r koje se sastoji iz linearne i vremenski nepromenljive mreze N, koja
poseduje akumuliranu energiju i ukupno g = f + h nezavisnih generatora: ugq,...,Ugs, g1, -+, ign,
predstavljenih van mreZe. Diferencijalna jednacina odziva za bilo koju promenljivu y(t) € {uy, iy}, (k =
1,2, ...) je oblika:

9
ADY® = ) [BysDes(®)] = Fye(®)
s=1

za Cije je reSenje potrebno znati prvih r pocetnih (izvedenih) uslova:

y(0F) = hy,
DJ’(O+) = hyy,

Dr_ly(0+) = hrO

gde su vrednosti h;, i =1,2,..,7 odredene stvarnim pocetnim uslovima: uc, (0%), iLj(O’“),k
1,2,..bc, j=1,2,..b,, kao i vrednostima ekscitacija: ugm(0+), ign(0+), m=1.2,..,f, n=
1,2, ..., h. Pri tome, ako je komutacija regularna, tada je: uc, (07) = uc, (07), iL].(O+) = iLj(O‘), dok u

protivhom treba odrediti izmenjene pocetne uslove.

Diferencijalna jednacina odziva se moZe resavati na dva nacina: direktno i superpozicijom.

Direktno resavanje

Resava se polazna nehomogena diferencijalna jednacina

g
ADY®) = ) [Byi(D)ei(D)] = Bye()
i=1
Cije je reSenje u obliku:
y(©) = yu(®) + ¥, ()
Clan y,, (t) predstavlja redenje odgovaraju¢e homogene diferencijalne jednacine

AD)yn(t) =0

Konstante u ¢lanu yy, (t) se nalaze iz pocetnih uslova

y(0*) = hy,
Dy(0%) = hy,,
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D™ ty(0*) = hyo

Clan ¥p(t) predstavlja partikularno reSenje koje je istog oblika kao nehomogeni deo F, .(t) polazne

diferencijalne jednacine:

WO =D ypi®,  yp® ~ e
(i=1)

Zatim se u polaznu diferencijalnu jednacinu ubaci y,, (t):

g
AD)Y,(©) = ) [ByiDe(®)] = Fyo(6)
i=1

i jednacina se izbalansira.

Resavanje superpozicijom

Ovaj postupak smemo da primenimo u linearnim kolima. Odvojeno trazimo odziv na akumuliranu
energiju, ¥, (t), u kolu bez generatora i odziv usled delovanja generatora y,(t) u kolu bez akumulirane
energije. Drugim rec¢ima, ukupan odziv je jednak sumi sopstvenog i prinudnog odziva y(t) = y,(t) +
Ye (1).

Sopstveni odziv se odreduje iz homogene diferencijalne jednacine
AD)y,() =0

sa izvedenim pocetnim uslovima:
y(0%) = fio,
Dy(0*) = f,o,

D™ ty(0%) = fro

koji su odredeni sa uck(0+) = O,iL].(0+) =0,k=1,2,..bs, j=1,2,...b, Pri tome, ako je komutacija
regularna, tada je: uck(0+) =uc, (07), iL].(O") = iLj(O'), dok u protivnom treba odrediti izmenjene

pocetne uslove.

Prinudni odziv se odreduje iz nehomogene diferencijalne jednacine

9
AD)Ye® = ) [ByaDe(®)] = Be(®
i=1

sa izvedenim pocetnim uslovima:
y(0*) = kyo,
Dy(0%) = ko,
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D™ y(0%) = kyo

koji su odredeni sa uck(0+) =0, iL].(0+) =0,k=1,2,..b;, j=1,2,..b,,0dnosno  samo

ekscitacijama.

Prinudni odziv ¢e biti oblika:
Ye(t) = Yen(t) + Vep (®).

Pitanje 69.

Ustaljen prostoperiodi¢an rezim. Kompleksan domen.
Posmatrajmo delovanje jedne prostoperiodi¢ne ekscitacije:

e(t) = E,, cos(wt +y) = V2E cos(wt + )

u linearnom, vremenski nepromenljivom i pasivnom kolu bez akumulisane energije, pri cemu je:

E — maksimalna vrednost (amplituda) funkcije. E = ET’; — efektivna vrednost funkcije. w = 2?” — kruzna
frekvencija. T — perioda funkcije. (wt —7y) — trenutna faza. y — podetna faza (u trenutku

t = 0). Odziv kola y(t) je odreden diferencijalnom jednacinom:
A(D)y(t) = B(D)e(t)
i oblika je sume dva ¢lana: y(t) = y,(t) i y,(t). Redenje homogenog dela je oblika:

Ako je kolo striktno pasivno, komponenta y; (t) ée teZiti nuli posle dovoljno dugo vremena (prakti¢no,
posle trajanja u vrednosti od pet vremenskih konstanti), pa se ova komponenta naziva prelazni odziv.

Dakle, posle dovoljno dugo vremena postojace samo prinudni odziv y, (t) koji je opisan funkcijom istog

oblika kao ekscitacija:
y(t) = y,(t) = Y, cos(wt + 6) = V2E cos(wt + &)

sa analognim znacenjem velicina kao i za ekscitaciju. Komponente ustaljenog odziva mogu se odrediti na
dva nacina — direktno i posredno.

Direktno odredivanje
Pretpostavljen prostoperiodi¢ni impulsni odziv
y(t) =Y, cos(wt +y), t=>0

zameni se u polaznu diferencijalnu jednacinu, a zatim izvrsi balansiranje leve i desne strane ¢ime se
nalaze vrednosti Yy, i v, Sto predstavlja reSavanje kola u vremenskom domenu.
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Posredno odredivanje

Svodi se na odziv na eksponencijalnu  ekscitaciju  primenom  Euler-ove  smene:

et/x = (cosx + j sin x), Sto predstavlja reSavanje kola u kompleksnom domenu.

Pomocu Euler-ove smene, prostoperiodicna ekscitacije se moZze izraziti pomocu dve eksponencijalne
funkcije vremena:

E . .
e(t) = Tm [e/@t1) 4 o=@ = ¢, (t) + e, (L),
gde su funckije e; (t) i e;(t) konjugovano kompleksne:
e(t) = Ene/®t  Ep = Epel?

1

1
e(t) = Eg(t) e(t) = 59*(0

Veli¢ine e(t), e, (t) i e;(t) su kompleksne funkcije vremena i zovu se kompleksne trenutne vrednosti.
Njihovi moduli su: E,,, za e(t) iETm za e, (t) i e(t), a argumenti zavise od vremena i iznose (wt + y) za
e(t)ie(t) i —(wt +y)zaey(t).

Sada je diferencijalna jednacina odziva:
AD)y(t) = B(D)e(t) = B(D) (ex(t) + e,(8)) = F(2)

y(t) je istog oblika kao i F(t):
y(®) = y1(6) + y2(t)

i ovde uvodimo smene:
y(t) = Yy,elet

y(t) = Ymel®t Yy =Ypel?
1 1,
1) =7y®) y.() =5y"®
Sada reSavamo diferencijalnu jednacinu koju dobijamo deljenjem sa 2 sledece jednacine:

AD)y,(t) = B(D)es (t) /:2
AD)y(t) = B(D)e(t)
A(D)Y,e/®t = B(D)E,,e/®t

Uocavajuci da je De/®t = jwel®t, odn. D?e/®t = (jw)?e/® dobija se da je

A(©)Y, = B(jw)Er,
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Konacno,

_AGe) . s
I = B G B = 1’
Y0 = 5ED Byt

Kompleksna veli¢ina E,, = E,,e’¥ (analogno i za Zm = Ymej‘s) ¢iji je moduo jednak amplitudi, a

argument odgovara pocetnoj fazi prostoperiodicne funkcije e(t) (y(t)) jeste kompleksna amplituda
posmatrane vremenske funkcije, pa su kompleksne efektivne vrednosti definisane sa:

Em (Z_Zm)

T BT

Ove kompleksne veli¢ine (bilo amplitude, bilo efektivne vrednosti) su kompleksni predstavnici
prostoperiodi¢nih velicina. Veza izmedu prostoperiodi¢ne funkcije i njenog kompleksnog predstavnika
je:

e(t) = Ep, cos(wt +y) = Re{Epe/®t} & E,, = Ep /¥

y(t) = Y cos(wt + §) = Re{Vp,e/“t} & Yy, = Vyefd

Sto se naziva preslikavanje iz vremenskog u frekvencijski domen, pa je diferencijalna jednacina odziva:
A(j©)Y = B(jw)Ep.

Ova jednacina je poznata kao jednacina odziva u kompleksnom domenu, s obzirom na polinome A(jw) i

B(jw).

Pitanje 70.

Funkcije mreZe u ustaljenom prostoperiodicnom rezimu.
Posmatrajmo jednacinu kola u frekvencijskom domenu:

A(jw)Yy = B(jw)En, .

Kako je re¢ o klasicnom mnozenju polinoma A(jw) i B(jw) sa kompleksnim predstavnicima odziva Yy, i
pobude E,,;, to se kompleksan odziv moZe odrediti iz algebarskog izraza:

Odavde se moze odrediti trenutna vrednost prinudnog odziva primenom veze funkcija iz vremenskog i
kompleksnog domena:
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. B(j :
y(t) = Re {X(t)} = Re{Ype/“t} = Re {2823 E,el®t }

Koli¢nik 2422
A(jw)
funkcija mreze u kompleksnom domenu, tj. kompleksna funkcija mreze T (jw):

je odreden samo parametrima mreZe vezane za krajeve ekscitacije e(t). Ovaj koli¢nik jeste

.
zow)=%.

Kompleksna funkcija mreze predstavlja kolicnik kompleksnog odziva i kompleksne pobude:

y© v, Y
T(jw) === g _ =
- e(t) En E
Kompleksan odziv kola se moZe predstaviti u vidu proizvoda kompleksne funkcije mreze i kompleksne
ekscitacije:
Yo = T(i@)Ep -

Funkcija mreZze se moze izraziti pomocu realnog dela (parne funkcije) i imaginarnog dela (neparne
funkcije):
B(jw) = by + byjw + by(jw)? + -+
= (by — byw?* + byw* — ) + jw(by — b3w? + bsw* — )
B1(w) By (w)
= B1(w) + jB,(w)

A(jw) = A1 (w) + jAy(w)
TCie) = Bi(w) +jBy(w) Ai(w) — jAy(w)
T(jw) =

A1(@) +jAy (@) Ay(@) = jAy ()
_ A4B1 +A;B, A4B; — AyBy

azyaz T
=T1(0) + jT2(w)

A moZemo je prikazati i na sledeéi nadin:

B(w) = /Blz + B2

B(w) = arctg (g—i)

B(jw) = B(w)e/F®
Ajjw) = A(w)e/*@

] B(w)elF@)
T(w) = ja@ (@)a@

= T(w)e/*@
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T
T(w) = B(w) — a(w) = arctg (T—j>

Napomenimo da u vremenskom domenu postoje dva oblika funkcije mreze — Green-ova i indiciona, dok
u kompleksnom domenu postoji samo jedna funkcija mreze.

Pitanje 71.

Linearni transformator u ustaljenom prostoperiodicnom rezimu.

Linearni transformator obezbeduje razmenu energija izmedu ovih mreza, bez direktne (galvanske) veze
— mreZe su izolovane. Razmena energije se vrsi posredstvom zajedni¢kog magnetnog polja - kalemovi L,
i Ly su induktivno spregnuti.

Posmatramo slucaj spregnutih kalemova u ustaljenom prostperiodicnom rezimu; neka je linearni

transformator reciprocan, odn. neka vazi L,, = L,; = k./L,L,, gde je k koeficijent sprege.

Jednacine linearnog transformatora u vremenskom domenu su:

ul = LlDil i L12Di2
uz = LzDiz i leDil

Polozaju tackica na slici odgovara znak “+”.

Jednacine linearnog transformatora u kompleksnom domenu su:

AN Z12
Uy = jwlyp I + jwl, I
Z12 Zy,
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dok su jednacine linearnog transformatora:

Posmatramo kolo:

]
|
S

Sada su jednacine

gde je Zy, = jwlLiy = jX1z.

N
N

Iz (*) sledi:

Zt
Z,-Z22\L=U
(a-2)s-u

—_—
Zie

gde je ekvivalentna impedansa primarnog kola (impedansa koju vidi naponski generator) Z,, = Z; —
Xt _

z? . . . .
—Zﬂ =27+ = Z, + 75, a Z} predstavlja preslikanu impedansu sekundara na primarno kolo.
&2 &2

Sema primarnog kola:
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ORI

Sliéno moZemo izvesti i za sekundarno kolo:

__ Y
N _Zh
iz
@ n
I——Zﬁ _ l_]gzlz Z1_‘g _l_]ge
2T L 2,2, — Z3 Zi, Z+Zi
Zy Ze2

2
gdejeZop, =2, +2{ =2, — % ekvivalentna impedansa sekundarnog kola, a Z; predstavlja preslikanu
41

impedansu primara na sekundarno kolo.

Gledano sa strane sekundara, mrezu mozemo predstaviti ekvivalentnim Thevenin-ovim generatorom sa
Z12

ul,===U,.

—g¢ z, 9

Sema sekundarnog kola:

+

vQ |z

Ekvivalentne impedanse primarnog i sekundarnog kola Z,, i Z,,, moZemo predstaviti preko rezistanse i
reaktanse. Gde rezistansa predstavlja gubitke u kolu.

ZZ
412
Z1e=Z1—Z
X7,
=R +jX) +——
! YR, + X,
X7, ) ( X7,
= R1+—R2 +] Xl_—XZ
( R2 + X2 R2 + X2
= Rye +jX1e

Sprega primara i sekundara povecava gubitke $to uo¢avamo i kod R;,, odn. gubici se preslikavaju.
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Redna veza spregnutih kalemova

z, 1, .z, z L.z,
o—{ —
U +
—_— —ZI2
[
Za polozaj tacaka na slici piSemo jednacine kola:
L=5L=1
U=U+0U;
Uy =211 + Z1p1h
Uy =215 + 2,1

glesuZy =Z, +2,,, 2y = Zy + Zi,, 21y = jwolyy. Dalieje U = (Zy + Z, + 2Z;,)1.

Redna veza induktivno spregnutih mreza u kompleksnom domenu moze se zameniti ekvivalentom
impedansom:

Zute =21+ 2y + 275,

Paralelna veza spregnutih kalemova
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Slicno kao i kod redne veze, zakljuCujemo da se paralelna veza spregnutih mreza u kompleksnom
domenu moZe zameniti ekvivalentnom impedansom

7 = Z1Z, — 2%
e Zy v Zy — 274y

Pitanje 72.
Snage u ustaljenom prostoperiodicnom rezimu.

Posmatrajmo mrezu N sa jednim pristupom koja je deo nekog elektricnog kola. Trenutna ulazna snaga

predstavlja brzinu kojom se, spolja, ulaZe energija u mrezu N. Za usaglaSene smerove napon-struja, ova

snaga iznosi: p(t) = dz(:) = u(t)i(t) - trenutna snaga.

Za mrezZe sa viSe pristupa trenutna ulazna snaga je jednaka sumi trenutnih ulaznih snaga svakog od

pristupa:

N
PO =D p® Pel® = uOi(®)
k=1

Neka je mreza N linearna i vremenski nepromenljiva i u njoj je ostvaren ustaljen prostoperiodi¢ni rezim.
Tada su napon i struja na ulazu mreze:

u(t) = V2Ucos(wt + 6)
i(t) = V2Icos(wt + ).

Trenutna ulazna snaga mreze je:

p(t) = 2UIcos(wt + 0)cos(wt + ) = Ul[cos(8 — ) + cosRwt + 6 + )]
= Ulcos(6 —¢) + Ulcos(Qwt + 6 + ).
P pr(t)

Trenutna snaga se moZe prikazati u vidu sume dva ¢lana od kojih je jedan konstantan (nepromenljiv sa
vremenom), a drugi je prostoperiodi¢cna funkcija vremena, dvostruke frekvencije u odnosu na
frekvenciju napona/struje. Konstantan ¢lan jeste srednja snaga za vreme jedne periode napona/struje:

2T . . e s v . v
T = — predstavlja srednju (ili jos: aktivnu) snagu, a oznacava se sa slovom P:

1 T
P= ?fﬂ p(t)dt

1 (T 1 (T
= —f Ulcos(0 — y)dt +—f UlcosQRwt + 0 + y)dt
T Jy T Jo

a(0,T)

= Ulcos(@ — )+ 0 = T
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gde je @ =0 — 1, argument impedanse mreze N, a a(0,T) ukupan rad. Drugi ¢lan u izrazu je
naizmeniéno pozitivan i negativan i on predstavlja razmenu energije izmedu mreze N i ostatka kola,
naziva se fluktuiraju¢com snagom i oznacava se sa py(t):

ps(t) = Ulcos(2wt + 0 + )

Sada se trenutna snaga moZe definisati sa: p(t) = P + ps(t). Za realne, striktno pasivhe mreZe, je:

—g << g, tako da je srednja (aktivna) snaga pasivne mreze uvek pozitivna: P > 0.

To znaci da mreza N stalno nepovratno trosi elektriénu energiju koja joj se dovodi. Ako mreza sadrii
samo induktivne i/ili kapacitivne elemente, tada je ¢ = % ili o = —%, pa je aktivna snaga uvek jednaka

nuli: P = 0,Vt. MreZe sa takvom osobinom jesu mreze bez gubitaka. Ako je srednja snaga negativna:
P < 0, tada je mreZa aktivna - ona ulaze elektricnu energiju u ostatak kola.

Vremenski dijagrami, napona, struje i trenutne snage na pristupu pasivne mreze

u(t)
\2U

o 5
21 1N
|

U intervalu vremena t; — t, mreZa predaje energiju ostatku kola, dok u intervalu t, — t; mreza prima
energiju od ostatka kola, u intervalu t; — t, mreZa opet predaje energiju itd...

Uocavamo da pasivna mreZa ulaze energiju u ostatak kola u nekim vremenskim intervalima. Objasnjenje
je u postojanju dinamickih elemenata koji imaju sposobnost akumuliranja energije. U jednom delu
periode prostoperiodiénog napona pored ulaganja spoljasnje energije na nepovratne procese vrsi se
akumuliranje energije u dinamickim elementima a potom se akumulirana energija delom trosi u
rezistivnim elementima a delom vraca ostatku kola. Zatim se situacija periodi¢no ponavlja.
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Prividna snaga se obelezava sa S = Ul i predstavlja snagu koju generator treba da obezbedi. Proizvod
efektivnih vrednosti napona i struje na pristupu mreZe je prividna snaga i oznaCava se sa S:
S = UI — prividna snaga. Ova veli¢ina predstavlja maksimalno odstupanje trenutne snage od srednje
(aktivne) snage.

U mrezama koje sadrze dinamicke elemente javlja se i reaktivna snaga, koja karakteriSe mrezu u pogledu

njenog ponasanja kao reaktivnog prijemnika i oznac¢ava se sa Q: Q@ = Ul sin ¢ - reaktivna snaga.

Cisto rezistivna mreza sa jednim pristupom (otpornik)

Spider-pig, spider-pig

Does whatever a spider-pig does

Can he swing from a web

No he can’t, he’s a pig

Looook ooouuttt here’s a spider pig ©

up = Riy

ug(t) = V2Ug cos(wt + )

ir(t) = V2I cos(wt + Pg)
Neka je Yp = 0p = @r = 0:

pr(t) = Uglg cos @p + Uglgcos2(wt + 6g)
= Urlg(1 + cos2(wt + 6g)) = 0

U izolovanim tactkama, pg(t) = 0, tu su i trenutni napon i trenutna struja jednaki nuli. Uo¢avama da
trenutna snaga osciluje oko srednje (aktivne) vrednosti.
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Cisto induktivna mreza sa jednim pristupom (kalem)

L, 1
—>
+ +
Uy L = yL Z7joL
— N,
u, = LDi,

i, (t) = V2I, cos(wt + ;)
uL(t) = _L(IJ\/EIL Sin((l)t + l/JL)

T
= V2LwIj cos (a)t +y, + —)

2

gdeje UL = L(,UIL, GL = lpL +§:> @, = %

s v
pL(t) = ULIL COSE + ULILCOS (Z(Dt + HL + HL - E)
PL = O
T Vs
pL(t) = pp(t) = U, I, (cosEcos 2(wt+6;) + sinisin 2(wt + HL))
= ULIL sin Z(wt + HL)

Kod induktivne mreZe je srednja snaga nula, postoji samo razmena energije sa generatorom.

-SLIKA 4, knjiga 2, str. 74-

Cisto kapacitivna mreza sa jednim pristupom (kondenzator)

Ll I
+ 7 C +

Uc — = U, Z=1joC
. No

ic(t) = CDuc(t)
uc(t) = V2U, cos(wt + 6,)

ic(t) = —CwV2U; sin(wt + 6;)

= \/ECa)UC cos (wt + 0. + g)
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gdeje lc = CwU¢, P¢ = 3c+§=>§0c = —g.

pc(t) = Ucl cos (— g) + Ucl-cos (Za)t +6-+6,+ g)
PC = O
T T
pc(t) = pr(t) = Ucle (coszcos 2(wt +6,) — sinzsin 2(wt + 90))
= —U(:IC sin Z(wt + QC)

Kod kapacitivne mreZe je srednja snaga nula, postoji samo razmena energije sa generatorom.
-SLIKA 6, knjiga 2, str. 72.-
Opsti slucaj

p=0-1y

p(t) = Ul cos + Ul cosRQwt + 6 + )
= Ul cos ¢ + Ul cosQwt + 20 — ¢)
= Ul cos@ + Ul cos ¢ cos 2(wt + 6) + Ul sin ¢ sin 2(wt + 6)
= Ul cos@ [1+ cos2(wt + 6)] + Ul sin ¢ sin 2(wt + 6)
pp(t) po(®)
= pp(t) +po(t)

Trenutna snaga na rezisitivnim elementima odn. trenutna aktivna snaga je

pp(t) = Ul cos @ [1 + cos 2(wt + 0)] = P[1 + cos 2(wt + 0)],

a trenutna snaga na reaktivnim (dinamickim) elementima odn. trenutna reaktivna snaga je
po(t) = Ul sin @ sin2(wt + 0) = Q sin 2(wt + 6).

Kompleksan domen

Primenom Euler-ove smene trenutnu snagu izraZzavamo uvodenjem smena

p(®) = (w(® +w®) (L© +L®)

1 1
p(t) =5 (u+u)5(i+1)

1 . . . .
=3 (V2) (e + yremor) (1o + e)
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1 . .
— E ﬂ* + g*l + ﬂeﬂwt +g*£*e—}2wt
(ur) (ure2ety’

= Re{UI"} + Re{UIe/2*t}

P =Re{UI"}
py(t) = Re{Ule/2t)
Kompleksna snaga je

S=UI"=Ule/® W) = UIcosp + jUlsing = P +jQ

Reaktivna snaga Q predstavlja snagu koja se ,nepotrebno” ulaze u akumuliranje.

Pitanje 73.

Faktor snage i njegova popravka.

Proizvod efektivnih vrednosti napona i struje na pristupu mreze je prividna snaga i oznacava se sa S:
S = Ul — prividna snaga. Ova veli¢ina predstavlja maksimalno odstupanje trenutne snage od srednje
(aktivne)  snage. Aktivna i reaktivna snaga se mogu izraziti sa: P = Scosg,
Q = Ssin ¢. Sve tri veli¢ine imaju prirodu snage, ali se, zbog toga Sto se njima opisuju razli¢iti efekti u
mreZzama, uobicajeno da se koriste razli¢ite oznake njihovih jedinica:

P[W], Q[VAr], S = [VA]

Kvalitet neke mreZe kao aktivnog prijemnika energije opisuje se faktorom snage, koji se moze oznaciti sa
ky:

ky, =—=cosg

el ]

Ovaj faktor oznacava koji se deo raspolozive energije, pri datim efektivnim vrednostima napona i struje,
stvarno koristi u mreZi u nepovratnom procesu. Maksimalan faktor snage postoji kod cisto rezistivnih
mreza: cos ¢ = 1, a za reaktivhe mreZe je minimalne vrednosti jednake nuli: cos ¢; = cos ¢, = 0. Po

analogiji sa faktorom snage ¢lan sin ¢ = % koji karakteriSe reaktivnu snagu naziva se faktor reaktivnosti.

Radi popravljanja faktora snage, za krajeve prijemnika treba vezati reaktansu suprotnog karaktera od
reaktanse prijemnika X,,, Sto znaci da se za prijemnika induktivne prirode, vezuju kapacitivni elementi, a
za prijemnike kapacitivne prirode, induktivni elementi.

llustracija na primeru kola sa slike:

Kompleksna impedansa Z = R + jwL
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Faktor snage je k, = % =cos@ = ﬁ. yldealni” faktor snage je 1, a to je postignuto kada je

kompleksan deo impedanse (reaktivan) jednak nuli.

Jednacina kola:

U

[=————
“ T R+jwl

Usvoji¢emo da je poCetna faza napona jednaka nuliodn. U = U:

I_U(R—ij)
= R? + w?2L?
L=l {I}—' —UwL
LS = e 22

Prijemnik je pretezno induktivan pa ¢emo paraleleno vezati kondenzator kapacitivnosti C:

R,
+ C R
Ug -
L
Da bi postigli Zeljeni efekat treba da bude ispunjeno: I} = —I.
Y .
I = = UjwC
jwC
Odnosno, treba da vazi
- —UwL = —Uie
SRy ez = ¢
Zaklju€ujemo,
C= L
"~ R? + w22
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Pitanje 74.

Ustaljen sloZzenoperiodican rezim.
Realna periodi¢na funkcija vremena oblika: f(t + kT) = f(x), k =0, £1, %2, ... sa periodom T moze
se predstaviti Fourier-ovim redom:

£ = Z FO@),  fOW=F ™) = E® costhw,t + o™)
n=1

gde su: F, — konstantan ¢lan, f(”)(t) — n-ta harmonijska komponenta (n-ti harmonik), w; 22?71

frekvencija osnovnog harmonika, nw; — frekvencija n-tog harmonika.

Tadaje:v=f = %— frekvencija (broj promena u jedinici vremena). Umesto linearne frekvencije koristi

se i ugaona frekvencija: w = 2nf [%]. Da bi realna i periodi¢na funkcija f(t) imala konvergentan

Fourier-ov red, potrebno je da ispunjava Dirichlet-ove uslove koji se svode na to da unutar periode T
funkcija mora da zadovoljava:

1) Da je funkcija f(t) ogranicena.

2) Da je funkcija f(t) jednoznacna.

3) Da funkcija f(t) ima konacan broj ekstremuma i konacan broj prekida prve vrste u jednom
periodu.

Ako u kolu postoje odzivi koji su periodi¢ne funkcije vremena, ali nisu prostoperiodi¢ne, tada je re¢ o
sloZzenoperiodicnom rezimu. U elektricnim kolima sloZzenoperiodi¢ni rezim moZe nastati u sledecim
slu¢ajevima:

1) Zalinearno vremenski nepromenljivo kolo:
a. ako deluje jednaili vise sloZzenoperiodi¢nih pobuda.
b. ako deluju vise prostoperiodi¢nih pobuda razli¢itih frekvencija.
2) Za kolo koje nije linearno i/ili vremenski invarijantno sloZzenoperiodi¢ni rezim moze nastati i pri
delovanju prostih ekscitacija.

Posmatramo linearno i vremenski nepromenljivo kolo u kome deluje jedna slozena ekscitacija
e(t) = Eg + Y%, e™ koja je ogranitena po amplitudi i u jednom periodu ima konacan broj prekida
prve vrste i konacan broj ekstremuma unutar periode T.

Srednja vrednost signala

t1+T
E, ==
o T-I;l e(t)dt

Pojedinacne ekscitacije su:

e™ = V2E®™ cos(nw,t +y™)
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gdejew; = 2?71 frekvencija osnovnog harmonika.
Diferencijalna jednacina odziva po promenljivoj i;(t) je:

A(D)i, () = B(D)e(t) = B(D) (EO + Z e(n>>

n=1

Odziv odredujemo principom superpozicije:
AD)i™(£) = B(D)e™ (1),
u kompleksnom rezimu:
AS)L™ = B(S)E™

gdejeS = jnwy, n=0,1,2, ...

i@

1(s) = 23)

A(S)
Sada nadene kompleksne predstavnike prebacujemo u kompleksni domen.
iz(O) _ 11(0)

n=>1: il(n) = \/Ell(n) cos(nwlt + 1/)(n))
i = Z i™
n=0

Delovanje vise ekscitacija (deluje vise prostoperiodi¢nih pobuda razlicitih frekvencija)

Opsta jednacina odziva je

g
ADY® = ) Bi(D)es(®
s=1

g
OEDPAO)
s=1

gde je y,(t) pojedinacni odziv na svaku od ekscitacija.
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Primer: U kolu deluju dva generatora ug(t) i iz (t).

uy (t) = Up +u® +u®
ig(0) =i +iY

Ukupan odziv ée biti:

.(2)

B(®) =i”+i® + i 4@

+ i 1%

+
Diferencijalna jednacina odziva je
AD)iy(t) = B1(D)ugy(t) + B (D)ig(t)

Sada nalazimo pojedinacne odzive:

n=0:  AD’®) = BD)u, )
0
aoll( ) = b10U0
b
.(0) _ 4(0) _ "10
yo=h=

Qo
n=1 A(j(ul)!l(l) = E'L(jwl)gg(l)
(1)
!l(l) — Ile]'(l)ll
il(l) = \/Ell(l) cos (a)lt + l[)l(l))

n=2: é(]'Za)z)[l(z) = Qz(izwz)lg(z)

Pitanje 75.

Razvoj periodicne funkcije u Fourier-ov red.
Da bi realna i periodi¢na funkcija f(t) imala konvergentan Fourier-ov red, potrebno je da ispunjava
Dirichlet-ove uslove koji se svode na to da unutar periode T funkcija mora da zadovoljava:

1) Da je funkcija f(t) ogranicena.
2) Daje funkcija f(t) jednoznacna.

3) Da funkcija f(t) ima konacan broj ekstremuma i konacan broj prekida prve vrste u jednom
periodu.

Fourier-ov red funkcije f(t) dat je izrazom:

£ = Z @,  FOWO=F O =E™ costayt + ™)
n=1

gde su: F, — konstantan ¢lan, f(”)(t) — n-ta harmonijska komponenta (n-ti harmonik), w; 22?71

frekvencija osnovnog harmonika, nw; — frekvencija n-tog harmonika.
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Koeficient F, je srednja vrednost signala za vreme jedne periode:

1 T+T
Fy = ?J‘ f(o)dr

Ovakav oblik Fourier-ovog reda poznat je kao trigonometrijski oblik Fourier-ovog reda. Prostoperiodi¢ne
funkcije cos(nw;t + ¢ ™) mogu se, prema pravilu o kosinusu zbira, razloiti:

cos(nw,t + (p(”)) = cos(nwt) cos((p(")) — sin(nw;t) sin(p™)
¢ime se Fourier-ov red moZe predstaviti u obliku:
F(O) = Co + Z [4,, cos(nw;t) + B, sin(nw;t)]
n-1
pri éemu je
A, = C,(,?) cos(qo(n)), B, = C,(r:l) sin(qo(n))

odnosno:

c™ |42 + B2

B
arctg <— A—n) , A, >0

n

(p(n) =
By,

arctg(——) +m, A, <0
An

Koeficijent A,, predstavlja dvostruku srednju vrednost, za jednu periodu, proizvoda funkcije f(t) i
cos(nw,t):

f(t) cos(nw t) =

= Ay cos(nwt) + A, cos?(nw,t) + ( Z A cos(ma)lt)) cos(nwt)

m=1m=#n

+ B, sin(mw t)) cos(nwqt)
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! [ "F(©) cos(nond) dt
= cos(nw, =
T 0

1 T
=0 +—f Ay cos?(nw t)dt +0+0
0

T
1 T 1 T
:ﬁA"fo dt+ﬁAnf0 cos(2nw;t)
Ay Ay
=ZLi0=2.
2 2

2 T
A, = T.fo f(t) cos(nw,t) dt

Koeficijent B, predstavlja dvostruku srednju vrednost, za jednu periodu, proizvoda funkcije f(t) i
sin(nw;t):

T

— 2 ; d
B, = Tfo f () sin(nw,t) dt

146 | TEK skripta



