Pitanje 46.
Formiranje osnovnih jednacina linearnih elektri¢nih kola.

Analiza elektricnih kola podrazumeva odredivanje odziva (struja i napona). Pod ekscitacijom
podrazumevamo struje i napone generatora, a akumulisane energije predstavljaju pocetne uslove. Oni
su definisani kao struje kalemova i naponi kondenzatora. iy ;(t), uc;(to)-

Za kolo kome odgovara povezan graf sa b grana i ¢ ¢vorova osnovne jednacine kola su oblika

b
(KZS) Eaklilzo; k=120, n=c—1
=1

1,2,..,m; m=b—n ()

b
(KZN) Zbk,ulzo; k
=1

(KE) F,(x., Y., t) =0; l=1,2,..,b

gde su ay;, by; u kirhofovim jednacinama (KZS) i (KZN) su koeficijenti sa vrednostima +1, -1, 0. (KE) su
karakteristike elemenata, gde x,, v, € {i,u, q, P}.

Jednacine (*) u opStem slucaju predstavljaju sistem nelinearnih, i vremenski promenljivih (sa
koeficijentima koji zavise od vremena) diferencijalnih jednacina po promenljivima wu;, i; — Sto je
odredeno karakterom elementa u kolu. Kada su elementi u koli linearni i vremenski nepromenljivi

Up; = Ryigi i=1,..,bg, bg — broj otpornika u kolu
diy;
(KE) uy; =L %, i=1,..,b, b, - broj kalemova u kolu
A
ic; = C; %, i=1,..,bc, b — broj kondenzatora u kolu

Zamenom ovih relacija u (KZS) i (KZN) dobijamo sistem linearnih diferencijalnih jednacina sa
konstantnim koeficijentima pa naponima i strujama grana.
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Pitanje 47.

Svodenje jednacina kola na jednu diferencijalnu jednacinu odziva.
Polazeci od sistema jednacina kola odredimo red kola. Neka je to r. Sistem linearnih diferencijalnih
jednacina r-tog reda (dmatramo da elementi kola linearni i vremenski nepromenljivi) moze se preurediti
u pogodniji oblik za reSavanje. Sistem moZemo svesti na jednu diferencijalnu jednacinu r-tog reda, po
zeljenoj promenljivoj y € {u;,i;}, L = 1, ..., b, b-broj grana u kolu. Dakle, eliminiSemo sve promenljive
osim y i sistem jednacina kola se svodi na

d"y(t) d" 'y (0) d'y(t)

ar— A alw+aoy(t)=1’(t),

gde je a;, i =0,1,...,r konstante koje zavise od parametara mreZe vezane za krajeve nezavisnih
generatora, F(t) funkcija vremena koja je odredena nezavisnim generatorima.

Zgodno je svesti da a,, = 1. Ovde uvodimo operator izvoda D = %. Gornja jednacina sada postaje
AD)y(t) = F(®)
gde je A(D) operatorski polinom nad promenljivom y(t) oblika

AD)=D"+a,_ D" '+ +aD+ay, (a=1)

Pitanje 48.

Svodenje jednacina kola na sistem jednacina stanja.

Sistem linearnih diferencijalnih jednacina elektricnog kola r-tog reda moZe se svesti na sistem od r
nezavisnih diferencijalnih jednacina prvog reda po promenljivima koje definisu stanje elektricnog kola.
Promenjive veli¢ine kojima se opisuje stanje kola su promenljive stanja, a dobijeni sistem diferencijalnih
jednacina prvog reda jeste sistem jednacina stanja.

Za promenljive sistema biramo uc)* i ijj(s)° jer se u tom slucaju direktrno koriste stvarni pocetni uslovi

i reSavanje kola je jednostavnije.

Jednacine stanja piSemo u obliku:
Dx; = Fl(xl, ey Xy €1, er, €5 t)
Dx, = E.(Xq, ) Xp; €1, -, €45 1)

ReSavanjem ovog sistema dobijamo promenljive kola.

* naponi kondenzatora
> struje kalemova
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Pitanje 49.
Kako se odreduje red sistema jednacina kola.

Red sistema linearnih diferencijalnih jednacina koje opisuju linearno i vremenski nepromenljivo kolo
jednak je ukupnom broju nezavisnih kalemova i kondenzatora.

r=bL+bC_nL_mC

gde je b, - broj kalemova, by - broj kondenzatora n; - broj kalemskih preseka i m. - broj
kondenzatorskih petlji. Drugim recima red sistema je jednak ukupnom broju nezavisnih pocetnih uslova,
a pocetni uslovi su upravo odredeni L, C elementima.

Pitanje 50.
Sta su kalemski preseci, a $ta kondenzatorske petlje?

Posmatramo kalemski presek (presek koji sadrzi samo kalemove i eventualno strujne generatore) na
slici.

Jednacina | Kirchhof-ovog zakona za ovaj presek je:
_i1+i2_i3_ig4:O

odakle sledi da su struje kalemova linearno zavisne, odnosno umesto tri postoje samo dva linearno
nezavisna pocetna uslova.

Posmatramo kondenzatorsku petlju (petlju koja sadrZzi samo kondenzatore i eventualno naponske
generatore) na slici.

Jednacina Il Kirchhof-ovog zakona za ovaj presek je
U —Up Uz — Uy —UGs = 0.

odakle sledi da su naponi kondenzatora linearno zavisni, odnosno umesto Cetiri postoje samo tri
linearno nezavisna pocetna uslova.
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Pitanje 51.
Osnovna svojstva diferencijalne jednacine odziva. llustracija kroz primere.

Primeri za kola sa jednom ekscitacijom

Primer 1. Posmatamo prosto RC kolo, koje sadrzi akumuliranu energiju. Jednacine kola sa slike su

Ug = Uc (2)
ic = CDu, 3
, Ugp Uc

= —= — 4
LR R R “4)

uc(0-)=U, (5)

i ovaj sistem je najlakSe reSavati po u; jer imamo pocetni uslov u;(0 —) = U,. Zamenom (3) i (4) u
(1) dobijamo diferencijalnu jednacinu po naponu kondenzatora:

Dus+—u,=0
C RC c
Gornji sistem jednacina se moZe reSavati i po nekoj drugoj promenljivoj i ili i.

Lako se dobija diferencijalna jednacina po struji otpornika

. 1.
DlR +RLR=0

odnosno diferencijalna jednacina po struji kondenzatora

Dic + Elc = O
Primer 2. Jednacine kola sa slike su
ig =lic €Y)
Ug = Uc + ug (2)
uR = Rlc (3)

ic =CDu;  (4)
uc(0-)=U, (5)

i ovaj sistem je najlakse resavati po u. jer imamo pocetni uslov u;(0 —) = Uy. Zamenom (3) i (4) u (2)
dobijamo diferencijalnu jednacinu po naponu kondenzatora

1 1

Du; + ﬁuc = Eug

Gornji sistem jednacina se moZe reSavati i po nekoj drugoj promenljivoj ug ili i..
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Lako se dobija diferencijalna jednacina po naponu otpornika

Dugp + = Duy

—u
RC R
odnosno diferencijalna jednacina po struji kondenzatora

1

DiC +Rlc = EDug

Primer 3. Jednacine kola sa slike su

ug =uc = Rip (1)
ig=igt+ic (2)
ic = CDuc, 3)

uc(0-)=0U, 4@

i ovaj sistem je najlakSe resavati po u. jer imamo pocetni uslov u.(0 —) = U,. Zamenom (1) i (3) u (2)
dobijamo diferencijalnu jednacinu po naponu kondenzatora

1 1

DuC +Euc = El‘g

Gornji sistem jednacina se moZe reSavati i po nekoj drugoj promenljivoj i ili i.
Lako se dobija diferencijalna jednacina po struji otpornika

1

Dip+—ip =—i

RTRC®R T RCY
odnosno diferencijalna jednacina po struji kondenzatora

Di; + %ic = Di,
Na osnovu pokazanih primera zaklju€ujemo da su u sluéaju linearnih i vremenski nepromenljivih kola
jednacine odziva oblika linearnih diferencijalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima. To nam
omogucava da primenjujemo bilo koju linearnu operaciju nad celom diferencijalnom jednacinom, a da
se karakter jednacine ne promeni. Konkretno, to znaci da na osnovu diferencijalne jednacine po jednoj
(ma kojoj) promenljivoj, mozemo odrediti diferencijalnu jednacinu po bilo kojoj drugoj promenljivoj
primenom odgovarajucih linearnih operacija.
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Takode, zaklju¢ujemo da su diferencijalne jednacine za ma koju promenljivu oblika
AD)y(t) = F¢(¢),
pri cemu vazi sledede:

- homogeni deo jednacine A(D) je isti za sve promenljive.
- nehomogeni deo F, .(t) se javlja samo ako postoji ekscitacija e(t). Oblik ove funkcije odreden je
i ekscitacijom i promenljivom y po kojoj je formirana diferencijalna jednacina.

Primeri za kola sa vise ekscitacija

Primer 4. Jednacine kola sa slike su

Ug = Uc + ug D
ig=1g+ic (2)
ic = CDu, 3
ug = —Rip 4)
uc(0-)=U, (5)

i ovaj sistem je najlakSe reSavati po u, jer imamo pocetni uslov u.(0 —) = U,. ReSavanjem sistema
dobijaju se sledece diferencijalne jednacine za promenljive uc, ic, ig

1 1 1
(D +ﬁ)uC:ELg+Eug

1. ) 1
(D +—> ic = Diy +EDug

RC
I 1 1 .
<D +E)LR = —EDug +Elg

Primer 4 je potvrda jednog znacajnog svojstva linearnih i vremenski nepromenljivih kola — principa
superpozicije koji tvrdi da pri delovanju dva ili viSe generatora u kolu, odziv u ma kojoj grani kola moze
se odrediti kao suma pojedinacnih odziva na svaku od ekscitacija pri iskljuéenim ostalim ekscitacijama. U
nasem slucaju se primer 4 pri iskljuéenom strujnom generatoru svodi na primer 2, pri iskljucenom
naponskom generatoru na primer 3, a pri islju¢ena oba generatora na primer 1.
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Na osnovu svega o formi diferencijalne jednacine koja odreduje odziv u kolu mozemo zakljuciti sledece:

1) Ako u kolu deluje jedan generator, diferencijalna jednacina je oblika

(Dr + ar_lDr_l + -+ alD + ao)y(t) = (quq + bq_qu_l + -+ le + bo)e(t)

Sto krace pisSemo
AD)y(t) = By,e(D)e(t) = Fy,e ()

Operatorski polinom A(D) je isti® za ma koju promenljivu y(t), dok polinom B, (D) zavisi i od
promenljive po kojoj formiramo diferencijalne jednacine i od ekscitacije e(t).

2) Ako u kolu deluje viSe generatora e, e, .. , €4 tada su pojedinacni odzivi odredeni
diferencijalnim jednadinama

AD)Ye, (8) = Bye, (D)es (8
A(D)yez ® = By,ez (D)eZ ®)
A(D)Ye, (8) = By, (D)ey(8)

gde je g broj generatora. Sa Yeyr 1 Ve, je oznacen isti odziv, ali pri delovanju razli¢itih

ekscitacija. Sumiranjem pojedinacnih odziva dobijamo ukupan odziv
A(D)y(t) = By (D)e(t)

pri ¢emu je

Y
Bye(D) = ) By (D) ei(®)
i=1

g
YO = ye,®)
i=1

Sistem mozemo resiti reSavanjem pojedinacnih odziva i njihovim sumiranjem, ali resenje
mozemo dobiti i reSavanjem jedne diferencijalne jednacine koja je oblika

Y
ADIY® = ) [Byi(DIei(®)] = Fo(®),
i=1

Detaljnije o resavanju diferencijalnih jednacina u knjizi “TEK1” 246-253 str. ili ponistiti Matematiku 2 pa
gradivo uciti ponovo sa razumevanjem :P

% postoje slu¢ajevi kada nije isti, tako bar pise u knjizi, nemamo pojma
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Pitanje 52.

Odredivanje sopstvenog odziva.
Sopstveni odziv nastaje u kolima sa akumuliranom energijom, kada nema ekscitacija. Ozna¢avamo ga sa

Yo (t). Opisan je homogenom diferencijalnom jednacinom
AD)y,(t) =0
Cije je reSenje oblika:

1) koreni karakteristi¢ne jednacine su prosti

r
Yo(t) = Z K®et
i=1

gde je r red kola odnosno diferencijalne jednacine, a donja crta oznaka za kompleksan broj.

2) postoje viSestruki koreni karakteristicne jednacine (neka je S; koren reda p, a ostali koreni su

prosti)

.
Yo(©) = (K® + tK® 4 - 4 (P 1K @))eS1t 4 z KDeSit
i=p+1

Karakter (realan ili kompleksan) integracionih konstanti K(i) odreden je karakterom korena S;.

Integracione konstante K(i) odreduju se iz poznatih stvarnih pocetnih uslova:

uc, (07) = Ugg
i,(07) = Iy,

Za odredivanje svih r konstanti potrebno je r nezavisnih relacija, koje uspostavljaju vezu ovih konstanti
sa stvarnim pocetnim slovima. Te relacije, poznate i kao izvedeni pocetni uslovi, opisane su vrednostima

promenljive koju posmatramo i njenih (r — 1) izvoda u trenutku t = 07

y(0%), Dy(0%), D?y(0%), ..., D""'y(0%)
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Pitanje 53.
Sopstveni odziv u kolima prvog reda.

Kola prvog reda sadrze samo jedan dinamicki element C ili L i rezistivnu mreZzu Ni vezanu za njegove

krajeve.
g -
—_— U, ]’L u,
U,C ’
4 NR NR

Proizvoljna rezistivna mreza se ekvivalentira Thevenin-ovim odnosno Norton-ovim generatorom, a zbog
nepostojanja ekscitacije uz = 0 odnosno i)y, = 0, pa se Ny svodi na Ry odnosno na G,. Opsti slucaj kola
prvog reda ovim postupkom ekvivalentiramo prostim RC ili RL kolom.

I I
< <1,
|
T
—_— U, GN @ —_— U | +
1 —— = — u,—
lL iL
T T
+ : + R,

Analiza RC-kola

Ugp = Uc (2)
ir=CDu. (3)

iR:u?R:%C (4)

uc(0-)=0U, (5)

i ovaj sistem je najlakse resavati po u. jer imamo pocetni uslov u-(0 —) = U,.
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Zamenom (3) i (4) u (1) dobijamo diferencijalnu jednacinu po naponu kondenzatora:

Duc + Euc =0
1
(D + E) u.=0
A(D)=D + !
B RC
Karakteristican polinom je
1
AS)=S+—.
©)=5+7z
Koren polinom je realan
1
21 = T pr =01 ag ,

napon kondenzatorazat = 0 je

uc(t) = Ke_%.
Konstantu K odredujemo iz poCetnog uslova:
uc(07) =K
Zadovoljen je uslov neprekidnosti napona kondenzatora
uc(0%) =uc(07) =K = U,

konacno odziv je

t
uc(t) = Uge RC = Uyet = Uye~ %!

Posto je operatorski polinom A(D) isti za sve promenljive u kolu one se menjaju po istom
eksponencijalnom zakonu.

-SLIKA-

Za pasivna kola veli¢ina ag = % je pozitivna i naziva se ucestanos$¢u prigusenja jer pokazuje kojom
brzinom opadaju amplidude odziva u kolu, dok se T = RC naziva vremenska konstanta kola, koja u
vremenskom domenu ukazuje na brzinu kojom opadaju amplitude odziva u kolu. Graficka interpretacija
vremenske konstante: to je trenutak kada amplituda napona kondenzatora opadne na 1/e od svoje

maksimalne vrednostiu t = 0.
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-SLIKA-

Posle tri vremenske konstante, uaostali napon kondenzatora iznosi 5% pocetne vrednosti, a posle pet
vremenskih konstatnti zaostali napon je manji od 1% u odnosu na pocetnu vrednost.

Za kola prvog reda kaZzemo da su bez gubitaka kada je rezistivna mreZa u vidu otvorene veze (Gy = 0) ili
kratkog spoja (R; = 0) i tada odzivi zadrzavaju pocetnu konstantnu vrednost. Ukoliko kolo nije ni
pasivno ni bez gubitaka onda je aktivno.

Pitanje 54.

Sopstveni odziv u kolima drugog reda. Aperiodic¢ni rezim.

Kola drugog reda, bez ekscitacija, sadrze dva nezavisna reaktivna (dinamicka) elementa i rezistivnu
mrezu Ni bez unutradnjih generatora. Proizvoljna rezistivna mreZa se ekvivalentira Tevenenovim
odnosno Nortonovim generatorom, a zbog nepostojanja ekscitacije ur = 0 odnosno iy = 0, pa se Ny
svodi na Ry odnosno na Gy.

I,,L
l]()pcl_ i o]
U,C
N e N [oz’Lz

Diferencijalna jednacina odziva je oblika:
(D? + a1D + ay)y(t) =0
sa (izvedenim) pocetnim uslovima:

y(0%) = £1(07)
Dy(0%) = f(0%)

gde su vrednosti f;(0*) i f,(0%) izraZene stvarnim poc¢etnim uslovima: u,. 0" 1. o’

Posmatrajmo kolo sa slike

U,C Hal o
v — _1._| 2 3

92| TEK skripta



Jednacine kola su
ic=i,=ig=1
uctug+u, =0

i, =1i=CDu,
ug = Rip = Ri
u; = LDi;, = LDi

uc(07) = U,

i, (07) =1,

odakle moZzemo nadi diferencijalnu jednacinu po jednoj promenljivoj, neka je to napon kondenzatora u,

, R 1
(D +ZD +E)uc(t) =0

R 1
A(D)=D2+ZD+E=D2+a1D+aO

Karakteristi¢ni polinom je
2 R 1 2
AQ =S"+7S+-=5"+aS+a
sa korenima

R RZ 1 a; |a?

=—— ———=—— ——aq,

S =
=27 2L J4l2 IC 2 74
Velitinu a, = 1/LC oznalicemo sa w3, a wy =+/ag = 1/VLC se naziva ulestanost neprigusenih

oscilacija, jer u kolu bez gubitaka postoji prostoperiodiu¢ni sopstveni rezim sa u€estano$¢u w,. Veli€¢inu
a, = R/L oznaticemo sa 2a, a ¢ = a,/2 = R /2L naziva se ufestanost prigusenja. Koren karakteristicne

- _ /2_ 2
Si12 = —at [a®—wp

Na osnovu oblika korena karakteristi¢ne jednacine razlikovaéemo tri slucaja:

jednadine mozemo pisati

1) a > wy, koreni su realniirazli¢iti: s;, = 0y, = —a £ f

2) a = wy, koreni su realni i dvostruki: s, , = 0y = —a = —w,

3) a < wy, koreni &ine konjugovano-kompleksni par: s, , = 07 + jw; = —a + jJwi — a?
Odgovarajuci odzivi, za slucajeve 1, 2, 3 jesu aperiodicni, kriti¢ni i pseudoperiodi¢ni, respektivno.

Pri tome, ako je kolo striktno pasivno, tada je Re{gm} < 0, a ako je kolo bez gubitaka, tada je
Re{glyz} = 0, dok u slucéaju kada je Re{glyz} > 0, re¢ o aktivnom kolu.
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Aperiodicni rezim (a > w,)

U ovom slucaju koreni su realni i razliciti
Sip=—atf =0,
B = ,az —wi<a
pri éemu je wg = \/a—o = \/%_c a=a,/2=R/2L.
Resenje diferencijalne jednacine
y(t) = KWeoit 4 g2t
konkretno, za napon kondenzatora:
Uc(t) = KWeoit 4 g@eo2t

Racunanje integracionih konstanti:

uc(0%) =uc(07) = Uy = KW + K@

1 1 I
Du-(0*) = EiL(0+) = EiL(o—) = EO =0, KD 4 g,K®

sledi da je
Iy
002 =7 1 /I
KD = ¢ _<_0_ U )
0-2 - 0-1 Zﬁ C 0-2 0
—Upor +7 1 I
K(Z) = =__( O-1U0)
0 — 01 2p
Konacno,
1 /I, 1 /I,
uc(t) = o <E - O'ZUO) et — o <E - 01U0> ezt

Na osnovu napona kondenzatora lako moZemo nadi i struju kalema:

ic(£) = CDuc = iy (t) = i(t)

o o
i,(t) = ﬁ(lo — CoyUp)et — ﬁ(lo — CoyUp)e%t
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Dijagrami uc(t) i iy (t):

U, i

W ! |

| 1

T

X X i(t) l

s, 08 | C | i
|

o

Aperiodicni reZzim RLC kola drugog reda: poloZaj sopstvenih ucestanosti i vremenski oblici odziva.

U ovakvom kolu nema oscilatornog (periodi¢nog) karaktera sopstvenog odziva, odnosno nema razmene
energije izmedu kalema i kondenzatora jer su gubici veliki.

Pitanje 55.

Sopstveni odziv u kolima drugog reda. Kriti¢an rezim.

Kola drugog reda, bez ekscitacija, sadrze dva nezavisna reaktivna (dinamicka) elementa i rezistivnu
mrezu Ni bez unutradnjih generatora. Proizvoljna rezistivna mreZa se ekvivalentira Tevenenovim
odnosno Nortonovim generatorom, a zbog nepostojanja ekscitacije ur = 0 odnosno iy = 0, pa se Ny
svodi na Ry odnosno na Gy.

Diferencijalna jednacina odziva je oblika:
(D?+ a;D + ay)y(t) =0
sa (izvedenim) pocetnim uslovima:

y(0%) = £1(07)
Dy(0%) = f>(0%)

gde su vrednosti f;(0%) i f,(0%) izraZene stvarnim po¢etnim uslovima: u,. 0" 14 o’

Posmatrajmo kolo sa slike

-SLIKE-
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Jednacine kola su:
ic=i,=ig=1
uctug+u, =0

i, =1i=CDu,
ug = Rip = Ri
u; = LDi;, = LDi

uc(07) = U,

i, (07) =1,

odakle moZzemo nadi diferencijalnu jednacinu po jednoj promenljivoj, neka je to napon kondenzatora u,:

, R 1
(D +ZD +E)uc(t) =0

R 1
A(D)=D2+ZD+E=D2+a1D+aO

Karakteristi¢ni polinom je
2 R 1 2
AQ =S"+7S+-=5"+aS+a
sa korenima

R RZ 1 a; |a?

=—— ———=—— ——aq,

Se=-rt e 21 %

Velitinu a, = 1/LC oznalicemo sa w3, a wy =+/ag = 1/VLC se naziva ulestanost neprigusenih
oscilacija, jer u kolu bez gubitaka postoji prostoperiodiu¢ni sopstveni rezim sa u€estano$¢u w,. Veli€¢inu
a, = R/L oznaticemo sa 2a, a ¢ = a,/2 = R /2L naziva se ufestanost prigusenja. Koren karakteristi¢ne

jednadine mozemo pisati
S12=—at ,’“2 - wg

Na osnovu oblika korena karakteristi¢ne jednacine razlikovacemo tri slucaja

1) a > wy, korenisu realniirazli€iti: s, , =01, = —a £

2) a = wy, koreni su realniidvostruki: s, , = 0y = —a = —w,

3) a < wy, koreni &ine konjugovano-kompleksni par: s, , = 07 + jw; = —a + jJwi — a?
Odgovarajuci odzivi, za slucajeve 1, 2, 3 jesu aperiodicni, kriti¢ni i pseudoperiodi¢ni, respektivno.

Pri tome, ako je kolo striktno pasivno, tada je Re{gl,z} < 0, a ako je kolo bez gubitaka, tada je
Re{s; 2} = 0, dok u slu¢aju kada je Re{s; ,} > 0, re¢ o aktivnom kolu.
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Kritiéan rezim (a = w,)

Koreni karakteristi¢ne jednacine su realni i dvostruki:

R 1
2SS0 = —A=—Wyg=—57-=——

2L VLC

&

Resenje diferencijalne jednacine

y(t) = (KD + tK@)eot
Konkretno, za napon kondenzatora

uc(®) = (K@ + tk@)eont
Racunanje integracionih konstanti

uc(0) = uc(07) = Uy = K@
Duc(0*) = %iL(OJ“) = %iL(O‘) = %" =g KW 4+ K@

sledi da je

1
K(z) =EO_ O-1U0

Konacno:

— Iy oyt
uc(t) = U0+t E_O']_UO et

I
= Uy(1l—ogyt)e”t + Eote"ﬁ

Na osnovu napona kondenzatora lako moZzemo nadii struju kalema:

ic(t) = CDug = iy (¢) = i(t)

U
i,(6) = I,(1 + o,t)et — Tote'flf
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Dijagrami uc(t) i iy (t):

Ue(?)

S
=

~

X

-
<

~
L 8)

-
<

S~
~

?

Slicno kao i za aperiodi¢an reZim u ovakvom kolu nema oscilatornog (periodi¢nog) karaktera sopstvenog
odziva, odnosno nema razmene energije izmedu kalema i kondenzatora jer su gubici veliki, samo je
proces prigusenja brzi. Ovaj reZim se naziva kriti¢ni jer razdvaja apreiodi¢an rezim od pseudoperiodi¢nog
rezima.

Pitanje 56.

Sopstveni odziv u kolima drugog reda. Pseudoperiodican rezim.

Kola drugog reda, bez ekscitacija, sadrze dva nezavisna reaktivna (dinamicka) elementa i rezistivnu
mrezu Ni bez unutradnjih generatora. Proizvoljna rezistivna mreza se ekvivalentira Tevenenovim
odnosno Nortonovim generatorom, a zbog nepostojanja ekscitacije ur = 0 odnosno iy = 0, pa se Ny
svodi na Ry odnosno na Gy.

-SLIKE-

Diferencijalna jednacina odziva je oblika:
(D?+ a;D +ay)y(t) =0
sa (izvedenim) pocetnim uslovima:

y(0%) = £,(0)
Dy(0%) = f,(07)

gde su vrednosti f;(0%) i f,(0%) izraZene stvarnim pocetnim uslovima: u,. 0" 14 o’
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Posmatrajmo kolo sa slike

-SLIKE-

Jednacine kola su
ic=1i,=ig=1
Uct+ugp+u, =0

i, =1i=CDu,
ug = Rigp = Ri
u;, = LDi; = LDi

uc(07) = U,

i, (07) = I

odakle moZzemo nadi diferencijalnu jednacinu po jednoj promenljivoj, neka je to napon kondenzatora u,:

, R 1
(D +ZD +E)uc(t) =0

R 1
A(D):D2+ZD+E:D2+a1D+aO

Karakteristi¢ni polinom je
. R 1 2
AS) =S tS+te=5"+tasS+a
sa korenima

__R. RZ 1 a . a?
2T Tor a1 T T2t | T %o

g

Veli¢inu a, = 1/LC oznatiéemo sa w3, a wy = /a; = 1/VLC se naziva ulestanost neprigusenih
oscilacija, jer u kolu bez gubitaka postoji prostoperiodiu¢ni sopstveni rezim sa u€estano$¢u w,. Veli¢inu
a; = R/L oznaticemo sa 2a, a @ = a,/2 = R /2L naziva se uCestanost prigusenja. Koren karakteristi¢ne

jednacine moZzemo pisati
Sip=-—at ‘/az - wg

Na osnovu oblika korena karakteristi¢ne jednacine razlikovac¢emo tri slucaja
1) a > wy, korenisurealniirazli€iti: s, , =01, = —a £ f

2) a = wy, koreni su realniidvostruki: s, , = 01 = —a = —w,
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3) a < wy, koreni Cine konjugovano-kompleksni par: s;, = 0; + jw; = —a + jJwé — a?
Odgovarajudi odzivi, za slu€ajeve 1, 2, 3 jesu aperiodic¢ni, kriti¢ni i pseudoperiodi¢ni, respektivno.

Pri tome, ako je kolo striktno pasivno, tada je Re{gllz} < 0, a ako je kolo bez gubitaka, tada je
Re{gl_z} = 0, dok u slu¢aju kada je Re{gl_z} > 0, re€ o aktivnom kolu.

Pseudoperiodi¢an rezim (a < wy)

Koreni karakteristi¢ne jednacine su realni i dvostruki:
Sip=—atjwy =01, tjw;

W, = /wé—az

Resenje diferencijalne jednacine

y(t) = KWesit 4 K@)t
Konkretno, za napon kondenzatora:

uc(t) = KWesit 4 KPSt
$to mozZemo izraziti ekvivalentnim oblikom

uc(t) = e *ucy, cos(wqt + ¢)

Racunanje integracionih konstanti

uc(0+) =us(07)=U, = K(l) + K(Z)

1 1 I
Duc(0*) = =i,(0%) = =i, (07) = = = 5K + §,K@
c C c == =
sledi da je
I Iy
ko —22"¢_Yo_ (o +2)
o S =51 2 2w,
Iy I
K@ = _ 01 +f:ﬂ+j(uo“+f)
o Sz =51 2 24
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Konacno,

ly Iy
U, U()a + = . U an + = .
uc(t) = | = _ju e(Catjwt 4 J.,.j@ e(Ca—jwit
2 20, 2

2w,

1 I
uc(t) = e %t [UO cos(w4t) + ™ (aUO + EO) sin(a)lt)]
1

Na osnovu napona kondenzatora lako moZemo nadi i struju kalema:

ic(£) = CDuc = iy (t) = i(t)

. —at 1 Uo\ .
i,(t) =e * |I, cos(wqt) — o (ocl0 + T) sm(wlt)]
1

Odnosno,

uc(t) = Ugme* cos(w t + 6¢),
i, (t) =I,e % cos(w,t + ;)
sa

Iy a
e (20
UCm:JU(?‘F(ﬁ"'_Uo) ) 6. = arctg (»1U !
1 0

UO a
) Uy a 2 - (Lwl + w_llo)
I = |Ig+ L_a)1+w_110 , P, = arctg
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Dijagrami uc(t) i iy (t):

uc(t)
o
U() /\ ..... ‘[
1 I
I . B
: i\/ ............... t
@ [ b :
L .
§I>.<' """" @, : i T = ﬁ '
: : ! Lo
o—=-0 o e
: X ! g .1 L(t) : X
S, " ! :
AN :
te
DR e .
it —
I : _______ N /
EN A '
L 1
1o
| .
U ovakvom kolu rezim je pseudoperiodi¢an sa pseudoperiodom T; = i—n i obvojnicom +Y,,e %t =
1

iYme't/T, gde T ima znacenje vremenske konstante.

Pitanje 57.

Sopstveni odziv u kolima viseg reda.

Ako kolo sadrzi vise od dva dinamicka elementa kazemo da je re¢ o kolu viseg reda. Odredujemo
sopstveni odziv, pa posmatramo kolo bez generatora, sa akumuliranom energijom. Neka je red kola r.
Mozemo odrediti diferencijalnu jednacinu po bilo kojoj promenljivoj.

AD)yo(t) =0

Operatorski polinom je
A(D) = Dr + ar_lDr_l + -+ a]_D + ao )

karakteristi¢ni polinom je
A(S)=S"+ar1S" 4+ a;S+ay,

i moZe se izraziti preko svojih korena:

A(s) = (s—s1)(s —52) - (s = 57)-
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Razlikova¢emo slucajeve:

Koreni karakteristi¢ne jednacine su prosti (s; # s, # -+ # S).

Koreni su realni: s; = 0;. Tada je y,; (t) = k;e“, gdeje k; € R.

Dakle, sopstveni odziv se moze predstaviti u obliku sume odziva koji odgovaraju ¢lanovima prvog
reda:

r
Yo = ) ket
k=1

Koreni su kompeksni: s; = o; + jw;. U slu€aju da postoji jedan kompleksan koren, tada postoji i
njemu konjugovano kompleksni koren s;,1 = s; = 0; — jw; , jer su koeficijenti karakteristi¢nog
polinoma a; realni.
Tada je o ;(t) = k;e3i, gde je
ki = kg + jkc,
dok je
Yo,i+1(8) = Ei+1e§t'
gde je
kiv1 = kg — Jjkc-

| ovde se sopstveni odziv moZe predstaviti u obliku sume odziva koji odgovaraju ¢lanovima prvog
reda, ali je zgodno grupisati parove kompleksno konjugovanih korena:

Yor (&) = ¥0,i(t) +y0,i+1(t) = ZRe[)’o,i(t)] = Yy me it cos(w;t + @)
k=1,2,..,s, gde je s broj konjugovano kompleksnih parova.

Koreni karakteristi¢ne jednacine su viSestruki. Neka postoji jedan viSestruki koren, neka je to
koren s; reda p:

S$1=5="=Sp)  Spr1FSp2 FF S
Tada je

)
Vo) = (fu + thy + -+ P Jesit 4 ) et

i=p+1

Dakle, sopstveni odziv u kolu viseg reda se moZe predstaviti u obliku sume odziva koje odgovaraju
¢lanovima prvog i drugog reda. Odnosno, kolo viseg reda svodimo na kola prvog odn. drugog reda.
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Pitanje 58.
Osnovni vremenski oblici ekscitacija.

Ekscitacije u elektricnim kolima date su naponima i strujama nezavisnih generatora.
Konstantna funkcija

Ekscitacija koja je u vremenu opisana konstantnom funkcijom oblika: e(t) = E = const, Vt, pri ¢emu je
u elektrotehnici re¢ o naponu ili struji konstantnog generatora: ug (t) = U ili iy (t) = I.

U praksi, generator koji nema ni pocetak ni kraj kao $to je ovaj ne postoji, moguce je ostvariti ekscitaciju
koja bi se u odredenom vremenskom intervalu menjala po odredenom zakonu.

U realnom slucaju, konstanta funkcija je razlic¢ita od nule dok traje delovanje generatora.

Heaviside-ova (odskocna) funkcija

Generator oblika e(t) = E = const. uklju¢ujemo u kolu u trenutku t = t,.

0 l
= Inearno
1 J + t

neprom.
T kolo bez
M(f) energije

y(t)

& O
< o

Konkretno, neka je t, = 0, i neka je to naponski generator ug(t) = U koji se prekidaem P spaja sa
mrezom N koja nema nezavisne generatore niti akumuliranu energiju (napon na njenim krajevima je bio
0). Pri zatvaranju prekidaca P potreno je neko vreme da napon u(t) dostigne U. Dakle, postoji prelazni
rezim. Ovo prelazn vreme moZe biti kraée ili duZe zavisno od oblika mreze M ali realno gledano, nikad ne
moZemo imati trenutnu promenu (vreme trajanja prelaznog rezima ne moze postati jednako nuli).

Ako funkciju u(t) podelimo njenom amplitudom U, dobija se funkcija istog oblika ali bez dimenzije i sa
jedinicnom amplitudom koja se naziva realna odskocna funkcija i koja je definisana sa:

0, t<o0
h(t) =4€(0,1), 0<t<e¢
1, t=c¢
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U granicnom procesu kada interval € tezi nuli, dobija se idealna odskoc¢na funkcija, poznatija kao
Heaviside-ova funkcija:

o _ (0 t<O0
h(t)_ﬁli?)hg(t)_{1 t>0*
Ako je ty # 0, odgovarajuéa funkcija bi bila pomerena po vremenskoj osi — pomerena

Heaviside-ova funkcija:

Heaviside-ova ekscitacija se moZe opisati izrazom: e(t) = Eh(t), gde amplituda E odraZzava prirodu
funkcije, $to je u konkretnom slucaju za napon i struju nezavisnih generatora: u,(t) = U h(t),

iy (t) = Th(t).

Preciznija simulacija Heaviside-ovog generatora:
* X0 " —
t()
+

+ _
- 5) v = Qua=vn)

o 5
Odnosno, generator ima otpornost 0 kada je isklju¢en, a ne beskonaénu.
Funkcija sgn(t)

Funckija sgn(t) definisana je kao:

-1 t<0
sgn(t) =40 t=0
1 t>0

$to se moze interpretirati kao: sgn(t) = —1 + 2h(t) ili sgn(t) = h(t) — h(—t), gde je h(t) Heaviside-
ova funkcija. Funkcija sgn(t) je bez dimenzije, tako da bi ekscitacije ovog oblika bile opisane izrazima:
uy (t) = U sgn(t), iy (t) = I sgn(t).
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Usponska funkcija

Usponska funkcija definisana je sa: r(t) = 0zat < 0ir(t) = at za t = 0. Jedini¢na usponska funkcija

dobija se za a = 1, a funkcija proizvoljnog nagiba a # 1 dobija se mnozenjem konstante a i funkcije

r(t). lzmedu Heaviside-ove i jedinicne usponske funkcije postoji veza: r(t) = lth(t)dt = th(t), tj.
_ dr@®

h(t) = -

(Y

Jedini¢na usponska funkcija ima dimenziju vremena, pa je ekscitacija oblika: e(t) = ?r(t) = gth(t),

$to je za naponski i strujni generator:
U U ) 1 I
ugy(t) = ?r(t) = ?th(t), ig(t) = Fr(t) = Tth(t)

Ako je ty # 0, odgovarajuca funkcija bi bila pomerena po vremenskoj osi - pomerena usponska funkcija:
r(t —to) = (¢t — to)h(t — to)

Eksponencijalna funkcija

Ekscitacija oblika eksponencijalne funkcije opisana je sa: e(t) = Ee®. U realnim slu¢ajevima funkcija se
ukljutuje u nekom trenutku t,. Ako je t, = 0, tada je ekscitacija oblika: e; (t) = Ee® h(t), a ako je

to > 0,0ndaje: ey(t) = Ee®Etdp(t —t,) = e, (t — t,). Naponski i strujni generator sa ekscitacijama
u vidu eksponencijalnih funkcija opisani su sa: ug (t) = Ue®, i (t) = le®.

>0 ) , a0 fer)  a<0 fef)
E E E
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Prostoperiodi¢na funkcija

Ekscitacija oblika prostoperiodi¢ne funkcije opisana je sa: e(t) = E,, cos(wt + y). Re¢ je o funkciji sa
amplitudom E,,, kruznom frekvencijom w, odnosno periodom T = %r, trenutnom fazom (wt + y)i
pocetnom fazom y, odnosno trenutkom prvog maksimuma t; = —%. Naponski i strujni generator sa

ekscitacijama u vidu prostoperiodi¢nih funkcija opisani su sa:

uy(t) = Uy, cos(wt + 6)
ig(t) = Ly cos(wt +1).

Ako se ekscitacija uklju€uje u trenutku t, = 0, ona je opisana izrazom:
e,(t) = E,, cos(wt +y) h(t),
a ako se ukljucuje u trenutku t, # 0, onda je:

ex(t) = Ep cos[w(t —to) + y] h(t - to) = e;(t — to).

Efektivna vrednost ekscitacije je data sa:
1 (T 2 E
E = [—f ez(t)dt] ==
0

Srednja (apsolutna) vrednost je

Eg =

1 T+T 2Em
?J‘L‘ le(t)|dt =

koja je poznata i pod nazivom srednja poluperiodna vrednost.
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Slozenoperiodi¢na funkcija

Funkcija koja se periodi¢no ponavlja sa periodom T: e(t + nT) = e(t), n = 1, 2, ... ali nije
prostoperiodi¢na naziva se slozenoperiodicnom funkcijom. S obzirom da se prema Fourier-ovoj analizi
moZze predstaviti sumom prostoperiodi¢nih funkcija u obliku Fourier-ovog reda:

e(t) = Ey + z ES cos(nwot +y™)

n=1
1

gdeje: Ey = ;fTHT e(t)dt srednja vrednost funkcije za vreme jedne periode, dok se prostoperiodi¢ne

funkcije: e™ t) = E,(,?) cos(nwot + y(")) nazivaju harmonicnim komponentama (harmonicima)
slozenoperiodicne funkcije. Naziv potice od toga sto su frevencije ovih clanova jednake celobrojnom

. . . 2T . . . v v v s
umnosku frekvencije ponavljanja funkcije: wy = - koja se naziva i kruznom ucestanoséu osnovnog

harmonika. Broj harmonika moZze biti konacan ukoliko je funkcija e(t) trigonometriski polinom.

Pravougaoni impuls.

Konstantni signal koji se ukljucuje u trenutku t;, a iskljucuje u trenutku t, > t;, moZe se analiti¢ki
predstaviti pomocéu dve Heaviside-ove funkcije:

ugy(t) = Uh(t — t1) — Uh(t — t3) = ug,(t) + ugy,(6).
Pseudoperiodi¢na funkcija sa negativnim eksponentom.
Analiticki izraz ove funkcije je:
e(t) = Ee® cos(wyt + 0)h(t)
21

sa Uy +uy(0%) = Uy, cos 6, wy = o=
1

Unutar obvojnice koju ¢&ine funkcije U,,e®" i - U,,e% nalazi se ukupna funkcija sa pseudoperiodom T;
koja odgovara periodi kosinusne funkcije.
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Pitanje 59.

Svojstvo odabiranja impulsne ekscitacije.

Pod pojmom impulsa podrazumeva se pojava (signal) koji naglo nastaje u trenutku t,, traje odredeno
vreme € i potom i$€ezava. Za vreme svog trajanja impuls je opisan nekom funkcijom vremena, oznacenoj
na primer sa s(t), tako da se mozZe predstaviti analitickim izrazom:

0, t<o0
e.(t)=14s(t) 0<t<ce
0, t=¢

-SLIKA-

Funkcije ovakvog oblika nazivaju se i udarnim funkcijama. Smatra¢emo da su to ogranic¢ene funkcije,

odnosno da je ispunjeno: f_:o e (t)dt = foss(t)dt =F

Za vreme svog trajanja impuls deluje u kolu i izaziva efekt koji je srazmeran povrsini ispod krive s(t),
oznacenoj sa F koja predstavlja jadinu udara posmatrane funkcije. Kada se funkcija e, (t) normalizuje

(deljenjem sa ja¢inom udara F) dobija se funkcija: 6. (t) = eSF(t), koja je definisana:
0 t<o0
s(t
8:(t) = T) 0<t<ce
0, t=¢

koja ima isti oblik kao e, (t) sa skaliranim ordinatama za faktor F i sa jediniénom povrsinom. U
grani¢nom slucaju, kada € — 0, dobija se Dirac-ova funkcija (impuls), §(t) = lim._  8.(t), koja je
definisana sa:

0 t<oO
o(t) = {oo, t=0,
0, t=0*
i vazijosi:
+00 ot
f 6. (t)dt = o(dt=1
—00 0

Impulsna funkcija se graficki prikazuje u vidu zadebljane strelice, pored koje se ispisuje vrednost jadine
udara koja odgovara povrsini ispod krive dobijene grani¢nim procesom.

-SLIKA-

Veza izmedu Dirac-ove i Heaviside-ove funkcije je: §(t) = d};—(:). Dirac-ova funkcija koja nastaje u

trenutku t, # 0 naziva se pomerena Dirac-ova funkcija.

Dirac-ova funkcija ima dimenziju frekvencije, pa jacina udara imulsne funkcije ima prirodu fluksa za
ug4(t), odnosno kolicine naelektrisanja za iy (¢): uy(t) = ®4(t), iy(t) = QE(¢).
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Svojstvo odabiranja

Ovo svojstvo je veoma znacajno za impulsnu funkciju i koristi se dosta u raznim digitalnim kolima
posebno za digitalni prenos informacija. Bilo koji kontinualni signal moZzemo diskretizovati u vremenu
primenom svojstva o odabiranju.

Posmatrajmo proizvod proizvoljne neprekidne i ogranicene funkcije f(t) i Dirac-ove funkcije 8 (t-t,). Taj
proizvod je jednak:

0 t#tg

f@6t—ty) = {f(t)5(t _’to) =0, t=t,

i vazi f_+;° f@®)8(t — to)dt = f(td). Formiranjem proizvoda date funkcije f(t) i Dirac-ove funkcije
postavljene u Zeljeni trenutak t, i integraljenjem tog proizvoda dobija se samo uzorak funkcije u
Zeljenom trenutku t,, f(ty). Na taj na¢in moze se izvrsiti diskretizacija proizvoljne funkcije u vremenu.

Blok $ema uredaja za odabiranje:

-SLIKA-

Pitanje 60.

Odredivanje odziva na delovanje ekscitacije.
Smatrac¢emo da u kolu nema akumulirane energije odnosno

uc, (07) =0, iLj(O_) = 0, nema pocetnih uslova.

Neka u kolu deluj jedan nezavisan generator, e(t) € {ug, ig}. Neka je red kola r. U sluéaju delovanja vise
generatora ili generatora sa sloZenijim funkcijama ekscitacije primenjujemo princip superpozicije.
Nalazimo diferencijalnu jednacinu po bilo kojoj promenljivoj y(t), y(t) € {u;, i;}

AD)y(t) = F,(t) = B(D)e(t)

sa reSenjem
y(©) = yr () + ¥, (D).

Resenje homogenog dela y;, (t) nalazimo iz homogene diferencijalne jednacine A(D)y(t) =0

r

> Kest (s1#52 % #5)
=1
yr(t) = p r
2 tIlK, et + Z Kest (s, jeredap)
=1 l=p+1
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Partikularno resenje je dato funkcijom istog oblika kao nehomogeni deo Fy,e(t) koje je odredeno
ekscitacijom. Pa je partikularno resenje opisano funkcijom vremena iste klase kao Sto je funkcija

e e v

ekscitacije y,(t) ~ F, . (t) ~ e(t). Odziv moZe sadrzati jos i ¢lanove koji ne postoje u obliku funkcije

ekscitacije u nekim specijalnim slué¢ajevima.

Pitanje 61.
Odziv na Heaviside-ovu pobudu. Indiciona funkcija.

Neka u proizvoljnom linearnom i vremenski nepromenljivom kolu bez pocetne energije deluje jedan
nezavisan generator sa Heaviside-ovom ekscitacijom:

0, t<O0
w=mo=( 5!

i neka je y(t) odziv kola. Neka je red kola r. PoSto u kolu nema akumulirane energije, pocetni uslovi su
uck(o_) = 0' lL](O_) =0.
Tada je odgovarajuéa diferencijalna jednacina:

A(D)y(t) = B(D)e(t)

Neka je red polinoma B(D) manji od reda polina A(D). Neka je na primer diferencijalna jednacina

odziva oblika

0, t<0
A(D)y(t) = boe(t) = boEh(t) = {bOE =const. t>0"

Kolo je bez energije, pa su svi odzivi kola za t < 0 jednaki nula. Dok ¢e za t = 0 odziv biti opisan nekom
funkcijom vremena z(t) koju odredujemo iz diferencijalne jednacine odziva. Opste resenje se moze
napisati u vidu

y(t) = z(t)h(t), vt.

Resenje homogenog dela je oblika:

KjeSit (s1#£s, % #5,)

yr(t) = p
tl 1K, |estt + Z Kjestt (s1 jeredap)

Partikularno resenje je u vidu konstante jer je pobuda konstantna:
¥p(t) =Y, = const.

Zamenom Yy, (t) u diferencijalnu jednacinu odziva dobija se
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