Pitanje 28: Diskretna Fourer-ova transformacija

Videli smo u prethodnim predavanjima u kojoj meri je frekvencijska analiza signala korisna
sa aspekta analize i filtracije signala. Pri tome je kljuni rezultat sadrzan u Fourier-ovoj
transformacij prilagoden isklju¢ivo kontinualnim signalima. Otuda se postavlja pitanje, da li je
moguce sli¢nu ili odgovarajucu transformaciju razviti i za diskretne signale, i na taj nacin ovakvu
transformaciju prilagoditi raCunarima koji su u stanju da operiSu samo sa diskretnim nizom brojeva.
Sa takvom namerom nastala je transformacija koja se naziva Diskretna Fourier-ova
Transformacija, 1koja se u literaturi ¢esto oznac¢ava kao DFT. Ovu ¢emo transformaciju izloZziti u
nekoliko koraka, polaze¢i od dobro poznate Fourier-ove transformacije koja je razvijena za
kontinualne signale.

Dakle, pretpostavimo da nam je na raspolaganju jedan kontinualni signal x(t) definisan za
svako te R, i da smo alatom koji nam je dobro poznat, dakle primenom analiticke relacije
Fourier-ove transformacije, odredili njegov Fourier-ov transformacioni par X ( ja)). Dalje
pretpostavimo da je signal x(t) realni signal, §to nije neko veliko ogranicenje, s obzirom da se u

tehnici uglavnom i1 bavimo realnim signalima, te otuda znamo da ¢e moduo funkcije X ( ja)) biti

parna funkcija ucestanosti @, a argument neparna funkcija:
[X (jo)|=|X (=jw) (L1
arg{X(ja))} =—arg{X(—ja))} (11.2)

Na slici 11.1 je prikazan kontinualni signal x(t) a na slici 11.2 je prikazana njegova Fourier-ova
transformacija. U opStem slucaju bi slika 11.2 trebalo da sadrzi dva grafika (i amplitudu 1 fazu
Fourier-ove transformacije), medutim posto smo po slici 11.1 pretpostavili da je signal x(t) paran,

njegova fazna karakteristika je konstantna i jednaka nuli, pa je i ne crtamo. Sa druge strane, ova
¢injenica nije bitna sa stanoviSta transformacije koju zelimo da izvedemo, pa ¢e dobijeni rezulat
vaziti i za signale proizvoljne fazna karakteristike.
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Slika 11.1: Realni kontinualni signal
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Slika 11.2: Spektar signala x(¢)

U zelji da dobijene rezulate prilagodimo racunarskoj obradi signala, neophodno je signal x(t)

diskretizovati, sa pogodno izabranom periodom diskretizacije (odabiranja) 7. Kako je veé
objasnjeno u prethodnim predavanjima, model diskretizacije je najjednostavnije sprovesti tako Sto

¢emo originalni signal x(t) pomnoziti se beskona¢nom, periodi¢nom povorkom Dirakovih impulsa
koji su ekvidistantni sa periodom ponavljanja 7. Ako sa p(t) ozna¢imo ovu povorku odbiraka,

P( ja)) ¢e biti odgovarajuca Fourier-ova transformacije, pri cemu je:

=Y 5(1—kT) (11.3)

k=—0

U pitanju je periodi¢an signal, pa se moze predstaviti Fourier-ovim redom:

Jkaoyt . _ /2 —/k(uot _ l
Zae Cw, = a, = jm = (11.4)

Otuda je Fourier-ova transformacija ovog periodi¢nog signala:

iﬂ

P(ja)):ki 27zak§(a)—ka)0):a)oki S(o—kay); o, :277[ (11.5)

Oblik povorke impulsa p(7) i odgovarajuéeg spektra P(je) su prikazani na slici 11.31 11.4.
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Slika 11.3: Periodi¢na povorka Dirakovih impulsa
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Slika 11.4: Spektar periodi¢ne povorke Dirakovih impulsa
Kao rezultat odabiranja dobili smo signal y (t) :
y(t):x(t)p(t): Zx(kT)é'(t—kT) (11.6)

k=—x

Spektar signala y(t) je moguce odrediti na osnovu osobine Fourier-ove transformacije koja kaze da

ako se dva signala mnoze u vremenskom domenu, tada njihovi transformacioni parovi ulaze u
konvoluciju:

(jo)= - X (jo)* P(jo) = - X (jo)*a, 3. 5(0-kay)
! - (11.7)
=% Y| x(jA)s(o—kem,—2)dA =% > X(j(o-ka,))

Time takode dobijamo poznati rezultat koji smo nazvali aliasing efektom, da nakon odabiranja
signala u vremenskom domenu, kao posledicu dobijamo periodi¢no ponavljanje spektra, sa

perioddom ponavljanja @, =27 /T . Signal y(t) 1 njegov spektar Y ( ja)) su prikazani na slikama
11.5111.6.

Slika 11.5: Signal y(t) dobijen nakon odabiranja signala x(t)



A Y(jo)

Slika 11.6: Spektar signala y(l)

Nas cilj da prilagodimo Fourier-ovu transformaciju raCunarskoj obradi je samo delimi¢no zavrsen.
Sada signal y(t) predstavlja povorku odbiraka, i s obzirom da on ima vrednosti razli¢ite od nule

samo u trenucima koji su celi umnosci periode odabiranja 7, njega je lako memorisati u racunaru.
Medutim, problem je taj da ovih odbiraka ima beskona¢no mnogo, $to znaci da nam je potrebna
beskonacno velika racunarska memorija. Taj problem se reSava tako Sto ¢emo zadrzati samo N

odbiraka signala y(t). Najjednostavniji nac¢in da modeliramo ovaj postupak jeste da signal y(t)
pomnozimo signalom w(t) koji se u literaturi naziva pravougaonom prozorskom funkcijom. Ovaj

signal je prikazan na slici 11.7. Sirina pravougaonog prozora je jednaka 7, = NT tako da se zaista
od beskona¢no mnogo odbiraka signala y ¢uva samo njih N. Potrebno je odrediti 1 spektar signala

w(r):

o , T2 e/ for2 2sin(a)T0 /2) . (oI
W(ja))=j- w(t)e‘*’“”dt=J. e’”dt = = =T,sinc| —>| (11.8)
—o -T,/2 _ja) i (0] 2
Spektar prozorske funkcije w(t) prikazan je na slici 11.8.
1
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Slika 11.7: Pravougaona prozorska funkcija w(7)



Slika 11.8: Spektar pravougaone prozorske funkcije duzine 7,

Sada se kao rezulat primene prozorske funkcije, umesto signala y(t) dobio signal z(t) :

z(t)=y(t)w(t) (11.9)
koji ima dve dobre osobine: moze se upamtiti kao povorka odbiraka i tih odbiraka ima kona¢no
mnogo. Sa druge strane, spektar signala Z(t) se sada dobija kao konvolucija spektara signala y(t)

i w(r):

7(j0)= Ly (o) w (jo) = Iiwmsm{%jﬂ

27

o0

Ll ZX(j(/l—ka)o))Tosinc(%]dﬂ (11.10)

“or _ka:—oo
:Zﬁ > X(j(&—kwo))sinc(wjdi
Y/ — 0 2

Poslednji izraz nije jednostavno sracunati za proizvoljnu funkciju X ( ja)) , medutim, moZemo dati
slede¢e tumacenje. Funcija sinc(aﬂ})/ 2) sa povecanjem parametra 7, odnosno sa povecanjem
N =T,/T, sve viSe 1 viSe li¢i na Dirakov impuls. Dakle, u grani¢nom slucaju kada bi 7, — o,
spektar signala z(t) bi bio identi¢an spektru signala y(t) , medutim, zbog kona¢nog parametra N,
funkcija sinc(@T;/2) ima 'repove' zbog kojih ¢e spektar Z(jw) da lici na spektar Y (jw) ali ¢e se
primetiti mala razlika u obliku talasanja. Ova talasanja se u literaturi nazivaju 'rippling' i treba
zapamtiti da je njihov efekat utoliko manji ukoliko je prozorska funkcija Sira. Oblik signala z(¢) i

njegovog spektra dat je na slikama 11.9111.10.



11

~T,/2 - T,/2 ’

Slika 11.9: Signal Z(t) nakon primene prozorske funkcije
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Slika 11.10: Spektar signala z(¢) sa pojavom rippling-a

Time smo obezbedili da signal z(t) u vremenskom domenu bude potpuno prilagoden primeni

raCunara, medutim, ne zaboravimo da je spektar signala Z ( ja)) jo§ uvek kontinualna funkcija

ucestanosti. U Zelji da i ovu funkciju uc¢inimo diskretnom, mozemo je pomnoziti, u frekvencijskom
domenu sa periodicnom povorkom Dirakovih impulsa. Pri tome, opSte prihvacena ideja je da
ukoliko imamo N odbiraka signala u vremenskom domenu, da satuvamo i N odbiraka spektra u
frekvencijskom domenu. Zbog toga ova povorka impulsa u diskretnom domenu treba da bude na

ckvidistantnom frekvencijskom odstojanju od @,/N =27z/(TN)=2xz/T,. Zato uvedimo signal

g (7)., ¢iji je spektar dat slede¢om relacijom:

G(jw)=Y 6(w—ka,/N) (11.11)

k=—c0
Primenom inverzne Fourier-ove transformacije, ili joS lakSe po analogiji sa signalom p(t) 1
njegovim spektrom P( ja)), lako dolazimo do zakljucka da ¢e i1 signal g(t) biti periodi¢na
povorka Dirakovih impulsa sa periodom ponavljanja 27/ (a)o/ N ) =NT =1

g(1)=T1,> 5(t—kT,) (11.12)

k=—0



Vremenski oblik signala g (t) 1 njegovog spektra dati su na slikama 11.111 11.12.
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Slika 11.11: Vremenski oblik signala g(t)
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Slika 11.12: Spektar signala g(t)

MnoZenjem signala G( ja)) 17 ( ja)) u frekvencijskom domenu, jasno je kakav ¢e biti spektar
novodobijenog signala (), X (jo):

Z(jo); o=kao,/ N
0; inace

)?(J'w)={

Medutim, zanimljivo je S§ta se dobija u vremenskom domenu nakon mnoZenja signala u

= Z(jw) Y 8(o—keo,/N) (11.13)

=—w0

frekvencijskom domenu, drugim re¢ima zanima nas oblik novodobijenog signala )E(t) Poznato
nam je da, ukoliko se signali mnoze u frekvencijskom domenu, da u vremenskom domenu oni ulaze
u konvoluciju. Drugim recima signal fc(t) se moze napisati kao konvolucija signala z(t) ig (t) :

o0

)E(t)zz(t)*g(t)=Z(t)*TOki5(t—kTo):To > z(1)*5(1—kTy)

= k== (11.14)



Sto znaci da ¢e signal )?(t) postati periodi¢an sa periodom ponavljanja 7, pri ¢emu ¢e u osnovnom
vremenskom podrucju ¢ € [—TO 12,1,/ 2] vrednost signala z(l) 1 )?(l) biti identi¢ni, ako se izuzme
multiplikativna konstanta 7. Signal () i njegov spektar X (o) su prikazani na slikama 11.13 i
11.14.

it et T gt T

Slika 11.13: Vremenski oblik signala fc(t)

Iff ()
A A AA A‘ AA A‘ Ak

\
\
\
\

Tapn! T

<« N—

\j

Slika 11.14: Spektar signala )?(t)

Transformacioni par )?(t) i X ( ja)) je u potpunosti prihvatljiv sa stanovista racunarske

obrade jer su i signal u vremenu i njegov frekvencijski spektar predstavljeni kao povorka odbiraka,
dakle po svojoj prirodi su diskretni, a sa druge strane takvih odbiraka ima konaé¢no, u naSem slucaju
N. Ovako dobijeni transformacioni par definiSe diskretnu Fourier-ovu transformaciju (u literaturi
oznacavanu kao DFT). Osnovne osobine diskretne Fourier-ove transformacije su navedene kroz
sledece stavove:

1. Dobijeni signal )E(t) u sebi sadrzi N odbiraka signala x(t) 1 pri tome je periodi¢an sa periodom

N. Dakle, ako zelimo da nad nekim kontinualnim signalom primenimo diskretnu Fourier-ovu
transformaciju, potrebno je da izvSimo odabiranje u ekvidistantnim vremenskim trenucima sa
periodom odabiranja 7, i da na taj nacin formiramo diskretnu sekvencu, koju ¢emo da oznacimo sa

x[kT], k=0,1,..,N-1 (11.15)



Cesto se umesto oznake x[kT| koristi oznaka x[k] podrazumevaju¢i da je argument vremenske

funkcije vremenski trenutak jednak celom multiplu periode odabiranja 7.
2. Diskretna Fourier-ova transformacija primenjena na sekvenci x[kT ], k=0,1,....,N—1 ¢e nam kao

rezultat generisati N odbiraka spektra signala X (ka)o jIN ) , k=0,1,..., N -1, koje ¢emo ubuduce,

zbog njihove diskretne prirode oznacavati kao

X[kAwj], k=0,1,..,N-1, Aw=w,/N (11.16)

I u ovom slucaju se desto umesto oznake X [kAwj]| koristi oznaka X[k], podrazumevajuéi da je
argument spektra ceo multipl ucestanosti Aw=a,/ N .
3. Na osnovu opisanog postupka kojim smo dosli do transformacionog para koji definise diskretnu

Fourier-ovu transformaciju, moguce je uspostaviti vezu izmedu frekvencijskih odbiraka (11.16) 1
odbiraka signala (11.15):

N-1
X[nAwj]=) x[kT]e ™" | k=0,1,.,N-1 (11.17)
k=0

Relacija (11.17) definiSe takozvanu analitiCku relaciju diskretne Fourier-ove transformacije

4. Sinteticka relacija diskretne Fourier-ove transformacije nam daje postupak kojim se na osnovu
odbiraka spektra moze rekonstruisati n odbiraka signala u vremenskom domenu:

x[kT]= NZX[nAa)]] e/ N k=0,1,..,N-1 (11.18)

n=0
5. Bez obzira §to smo u izvodenju diskretne Fourier-ove transformacije krenuli od kontinualnog
signala x(t), DFT podrazumeva da nam je na raspolaganju samo N odbiraka pocetnog

kontinualnog signala, i nadalje se podrazumeva da se ovi odbirci periodi¢no ponavljaju, i samim tim
sinteticka relacija (11.18) ne moze da rekonstruiSe iz signala niSta drugo od tih pocetnih N
odbiraka.

6. Analiticka relacija (11.17) moze da generiSe samo N odbiraka spektra signala i pri tome ¢e se oni
razlikovati od odbiraka pocetnog spektra X ( ja)) usled uticaja aliasing efekta i rippling-a. Pri

tome, s obzirom da je spektar realnog signala takav da mu je amplituda parna a faza neparna
funkcija ucestanosti, od dobijenih N odbiraka, dovoljno je uzeti u obzir samo polovinu njih.

Ove osobine diskretne Fourier-ove transformacije ¢emo ilustrovati na slede¢em primeru.

Primer 11.1: Posmatrajmo periodi¢ni kontinualni signal

x(1)=cos(2t)+3cos(5¢) (11.19)
koji je definisan u vremenu za ¢ € (—oo,oo). Teorijski gledano, kako se signal x(t) moze napisati u
formi
2t 2t 5t -5t
x(l‘)=e +e +3e +e =§€—5jt+l —2/t+le +265jt (11.20)
2 2 2 2 2 2

spektar ovog signala je, na osnovu relacija (7.20) 1 (7.21), jednak

X(jo)=375(w+5)+75(0+2)+75(0—-2)+375 (w—5) (11.21)



Sto je 1 oCekivan rezultat, jer je spektar periodi¢nih signala uvek jednak povorci Dirakovih impulsa
u frekvencijskom domenu. Na slikama 11.15 1 11.16. su prikazani vremenski 1 spektralni oblik

signala x(7).

A x(1)
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Slika 11.15: Vremenski oblik signala x(7)
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Slika 11.16: Spektar signala x(t)

Naravno, prikazani grafici su nastali na osnovu analitickog izracunavanja spektra, medutim,
najcesce mi raspolazemo samo odbircima signala, i to sa kona¢nim brojem njih, pa nam je Zelja da i
spektar signala sra¢unamo pomocu rac¢unara, dakle primenom diskretne Fourier-ove transformacije.

Otuda je, kao prvi korak, neophodno izvrSiti odabiranje konacnog broja odbiraka signala x(t).

Vazno je, takode, pravilno izabrati periodu odabiranja i ona mora biti u saglasnosti sa teoremom o
odabiranju. Kako je maksimalna ucestanost u signalu 5rad/s, u€estanost odabiranja @, mora biti bar

2 puta veca od nje. Usvojimo da je ucestanost odabiranja @, = 20rad /s pa je samim tim perioda
odabiranja 7' =27/, =7/10=0.314s. Takode, treba se opredeliti za broj odbiraka N. Ukoliko



usvojimo N=150, mi raspolazemo sa N odbiraka signala koji su prikazani na slici 11.17, pri ¢emu
smo od kontinualnog signala dobili diskretni sa vrednostima odbiraka:

x[k]=x(kT)=sin(2kT)+3sin(5kT), k=0,1,..,N -1 (11.22)

Primena diskretne Fourier-ove transformacije je vrlo jednostavna primenom programskog paketa
MATLAB. Slede¢i kod ilustruje formiranje povorke odbiraka, izracunavanje diskretne Fourier-ove

transformacijom nad povorkom odbiraka i prikaz signala x[k] 1 odgovarajuceg spektra X [kAa)] :

close all;

clear all;

N=150;

Ts=pi/10;

for i=1:N
x(1)=cos(2*(i-1)*Ts)+3*cos(5*(i-1)*Ts);

end

figure(1);stem(0:Ts:(N-1)*Ts,x);
xlabel('odbirci k');
ylabel('x[k]");

X=ftt(x,N);
figure(2);stem([0:2*pi/(Ts*(N-1)):pi/Ts],abs(X(1:N/2)));
xlabel('ucestanost [rad/s]');

ylabel('X[kw]");
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Slika 11.17: Odbirci signala x ()
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Slika 11.18: Spektar signala dobijen primenom naredbe fft

Iako je za ocekivati bilo da se u spektru dobiju dva Dirakova impulsa na u€estanostima 2rad/sec 1
Srad/sec, zbog efekta rippling-a ili takozvanog curenja spektra, umesto impulsa dobijena je
'razlivena' slika oko centralnih ucestanosti 2 1 5. Jo§ je vazno re¢i da naredba kojom se realizuje
diskretna Fourier-ova transformacija u matlabu glasi fft od skracenice Fast Fourier Transform i da
ona ima dva argumenta, pri ¢emu je prvi povorka odbiraka signala a drugi oznacava duzinu
povorke. Konacno, treba re¢i i to da intenziteti odbiraka u spektru ne oznacavaju pravu vrednost
amplituda pojedinih prostoperiodi¢nih komponenti ve¢ su proporcionalni broju odbiraka nad kojim
se diskretna Fourier-ova transformacija racuna. Studentima se preporucuje da ponove navedenu
proceduru u Matlabu, koriste¢i razlicite periodi¢ne ili neperiodi¢ne rezultate, razli¢ite vrednosti
broja odbiraka i perioda odabiranja, i da prokomentariSu dobijene rezultate.



