Pitanje 17: Periodic¢ni signali i Fourier-ov red

Vec¢ smo rekli da je kontinualni signal x(t) periodican ukoliko zadovoljava sledecu relaciju:
x(1+T)=x(1) (17.1)

za neku nenultu konstantu 7 i za sve vrednosti vremenske promenljive ¢. Perioda signala je
najmanje nenulta pozitivna vrednost 7" za koju je (17.1) zadovoljeno. Osnovni primer periodicnog
signala je realna sinusoida

x(1)=Acos(wyt+¢) (17.2)
gde je 4 realna konstanta 1 @, >0, ili kompleksna sinusoida
x(1)=Ae’™ (17.3)

gde je A kompleksni broj. Oba ova signala su periodi¢na sa periodom 7 =2x/®,. Vrlo Cesto se u
literaturi srece i takozvani harmonic¢ni signal definisan slede¢om relacijom:

x, (1)=e" (17.4)

gde je k element skupa celih brojeva, i ovaj signal ima periodu 7 = ako je k razli¢ito od nule

.
[k @,
(u slucaju k=0 signal x, (t) je konstantan, takozvani DC signal i svaka realna vrednost T

zadovoljava relaciju (17.1)). Kako smo u prethodnom pitanju zakljucili, svi eksponencijalni signali,
realni ili kompleksni, su sopstvene funkcije LTI sistema. To znaci da je i harmonicni signal (17.16)
takode sopstvena funkcija.

Posmatrajmo sada harmoni¢ni ili trigonometrijski red
x(1)= z a.e™ (17.5)
k=—0

sa kompleksnim koeficijentima a, . Komponente ovog reda koje se dobijaju za k ==*1 se nazivaju

osnovnim ili fundamentalnim komponentama reda, dok se sabirci za |k| > 2 nazivaju harmoni¢nim

e ey .. v . 2 .
komponentama ili viSim harmonicima. PoSto je perioda osnovne komponente 7, = — ceo multipl
o,
0

periode k-tog harmonika 7, = , zakljuCujemo da je trigonometrijski red (17.6) periodican sa
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| e,
periodom 7;. Osnovna ideja od koje je krenuo Fourier je bila da se svaki periodian signal moze
predstaviti harmoni¢nim ili trigonometrijskim redom u formi koja je identi¢na ili sli¢na relaciji
(17.5). P.L. Dirichlet je kasnije ovu pretpostavku i dokazao za sve osim za ograni¢en broj,
takozvanih devijantnih slucajeva. Otuda se reprezentacija periodicnog signala kakva je data
relacijom (17.17) naziva Fourier-ovim redom, a uslovi pod kojima jednakost u ovoj relaciji vazi se
nazivaju Dirichlet-ovim uslovima.

Primer 17.1: Podimo od vrlo jednostavne realne sinusoide
x(1)=cos(ay) (17.6)

Imajuc¢i u vidu Euler-ovu predstavu kompleksnih brojeva, ova realna sinusoida se moze napisati
preko kompleksnih sinusoida u formi



x(t):%(eﬂ"”’ +eijw”’) (17.7)

Ocigledno je forma (17.7) zapravo Fourier-ov red pri cemu je

a=a _1
e (17.8)
a,=0 za k#=l
Sli¢no tome, ukoliko posmatramo realni sinusni signal
x () =sin () (17.9)
opet mozemo doc¢i do Fourier-ovog reda na slede¢i nacin:
x(1)= L(e, —e i)=Y gel (17.10)
2] k=—0
gde je
1
4G =—a,=_-
2] (17.11)
a, =0 za k==l
Ukoliko posmatramo nesto sloZeniji signal kao Sto je
x(t) =cos(m,t)+sin’ () (17.12)

u zelji da ga predstavimo Fourier-ovim redom, treba da se posluzimo trigonometrijskim
identitetom:

sin’ (x):%(l—cos(Zx)) (17.13)
pa onda dobijamo jednakost:
x(t):l(ejwot +e—jw0t)+l_ll(62jwot +e—2j{uot)
21 | 2 521 ! (17.14)
=——e N p N N g
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odnosno
x(t)= Y ae™ (17.15)
k=—0
gde je
gL, Lt 1,1
S A R R (17.16)

a,=0 za k>3
Na ovim jednostavnim primerima smo ilustrovali trazenje sopstvenih funkcija 1 sopstvenih
vrednosti nekih jednostavnijih periodi¢nih signala. Takode, podsetimo se da ako je x(l) periodican
signal koji je doveden na ulaz nekog LTI sistema, tada se odziv tog sistema y(l) moze dobiti

konvolucijom impulsnog odziva i pobude: y()=x(¢)*%(¢). Kako smo pretpostavili da je pobuda



x(t) periodi¢na onda se ona moZe napisati u formi x(t) = Zakes” , gde je s, = jkw,, 1 poSto je u
k

pitanju linearan sistem, tada se odziv moze takode napisati u formi Fourier-ovog reda

v(0)= Y a,H (jka, )" (17.17)

k=—0

gde je

H(jkay)=|" h(z)e " dr (17.18)

Primer 17.2: Potrazimo izlaz LTI sistema ako je njegov impulsni odziv
h(t)=ae™u(t); a>0 (17.19)
1 ako je na njegovom ulazu periodi¢an signal
x(t) =cos(m,t)+sin’ () (17.20)

Uzimajuéi u obzir reSenje prethodnog primera (relacije (17.15) i (17.16)) i relaciju (17.18)
jednostavno mozemo pisati:

2
y(1)=2 ¢ (17.21)
k=-2
gde su nepoznati koeficijenti:
1 . 1 . 1 1 ) 1 .
€2=-7 (2ja,), ¢ =§H(—]a)0),co =5H(0) , € =§H(]a)0),c2 = —ZH(ZJa)O)(17.22)

U Zelji da sracunamo koeficijente H ( jka)o) treba resiti slede¢i integral:

H (jkay)= J-w h(z)e " dr = j: ae e N dr = aJ': ek g

—00

__ 104 e*(a-#jkwo)f £ _ o (1723)
a+ jko, 0 a+ jko,
Tada konac¢no, kona¢no koeficijenti u Fourier-ovom redu (17.21) postaju:
1 2 2 -al4 -al/4
Ch=7,¢= a/. , € = a/. ’czza—/.’ czza—/. (1724)
2 a+ jo, a-— jo, a+2jo, a-2jo,

Fourier-ov red realnih signala

Primetimo da smo u svim dosadasnjim primerima traZili Fourier-ove redove realnih signala i
da je za svaki od njih vazio uslov:

a, =a, (17.25)

ili ¢, =c,, gde superskript = oznacava konjugovanu kompleksnost. Ovo se tvrdenje lako moze
dokazati. Ako podemo od relacije (17.15) i na nju primenimo operaciju konjugacije, dobijamo



x (1) = i ae (17.26)
k=—o0

Ukoliko u poslednjoj sumi izvi§imo smenu k sa —k i uzimajuci u obzir da je x(¢)=x"(¢) za realne
signale, dobija se

x(1) = i a e’ (17.27)
k=-0

Uporedujuci poslednji izraz sa izrazom (17.15), zakljucuje se da je relacija (17.25) valjana za svaki
realan signal x(t). Shodno tome Fourier-ov red realnih signala se moze napisati u sledecoj formi:

x(t) =a,+ i(akejk%t + afke_"‘k“"’t) (17.28)
k=1
ili ekvivalentno tome
x(t)=a,+ i(ake"k”"' + a,te_"k”°') (17.29)
k=1

Ukoliko koeficijent a, napiSemo u Euler-ovoj formi

a, =A™ (17.30)
relacija (17.29) postaje
x(t)=a,+ ki A e/t o) g g tieren) (17.31)
=
odnosno
x(t)=a0+2iAk cos(kayt+0,) (17.32)

k=1
Time je signal x(t) napisan u formi zbira realnih sinusoida ucestanosti ka®,, sa pocetnim fazama
©, 1amplitudama 4, . Ovo je jedan od naj¢esSc¢ih nacina reprezentacije Fourier-ovog reda za realne
signale.
Druga algernativna forma reprezentacije Fourier-ovog reda jeste takozvana pravougaona
forma, u kojoj se koeficijent a, predstavi preko svog realnog i imaginarnog dela:
a, =B, + jC, (17.33)
Tada relacija (17.29) postaje
x(1)=a, +22 (B, cos(kmyt)—C, sin(kayt)) (17.34)
k=1

gde u poslednjoj relaciji ne figuriSe faza sinusoida ®, ali se zato pojavljuju i sinusna i1 kosinusna

komponenta. U svom originalnom radu, Fourier je predstavio red bas u formi kakva je relacija
(17.34).



Odredivanje koeficijenata Fourier-ovog reda

U primerima 17.1 i 17.2. mi smo odredili koeficijente Fourier-ovog reda na osnovu Euler-
ove formule 1 nekih trigonometrijskih identiteta. Medutim, u opStem slucaju, kada su signali koje
analiziramo slozenije prirode, primena ovakvog postupka je prilicno ograni¢ena. Potrebno nam je
da razvijemo opsti postupak za nalaZzenje koeficijenta Fourier-ovog reda za bilo koji periodican

signal x(t), naravno pod pretpostavkom da Fourier-ov red konvergira (setimo se Dirichlet-ovih

uslova). U ovom odeljku ¢emo razviti takav metod.

Podimo opet od pocetne pretpostavke da se periodi¢ni signal x(t) moze predstaviti u formi

Fourier-ovog reda:

x(1)= i a.e™™ (17.35)
k=—

— jnayt

1 pomnoZimo levu 1 desnu stranu ove relacije sa e

x(t)e "™ = i akej(kfn)’”‘)t (17.36)
k=—o0

Integrale¢i obe strane poslednje jednacine u vremenu duzine koja je jednaka periodi 7 signala x(t) ,

dobija se

LWQVWWm=LfwaﬂWw (17.37)
k=—0

gde oznaka L oznaCava integral po proizvoljnom intervalu (to,to +T ) duzine 7. Ukoliko

izvr§imo zamenu redosleda operacije integraljenja i sumiranja, poslednja relacija postaje:
— jney, _ > J(k—n)wyt
Lx(z‘)e / tdt—k_z_wakL e’ dt (17.38)

Ukoliko zelimo da izraCunamo integral na desnoj strani jednakosti, primenim Euler-ovu formulu:
’(k—n) t _ . .
'[Te’ %dt—IT cos((k—n)a)ot)dt+JL s1n((k—n)a)0t)dt (17.39)

Za k=n, cos((k—n)ayt) i sin((k—n)ayt) su realne sinusoide uestanosti (k—n)e, i periode
T/ |k—n|. Otuda, integrale¢i ove sinusoide po intervalu duZine 7, mi jedan isti oblik integralimo

|k —n| puta jer toliko se perioda sadrzi u intervalu vremena 7, pa se za svaki od ovih integrala kao

rezultat dobija nula. Sa druge strane, kada je k& =n podintegralna funkcija na levoj strani postaje
e’’ =1, pa je vrednost integrala jednaka T. Kombinujuéi ova dva rezultata dobijamo:

j(k—n)wot _ T’ k =n
je dt = (17.40)
T 0, k#n

Ako ovaj rezultat uvrstimo u desnu stranu relacije (17.38), dobijamo
—Jjnogt g _
chy dt=aT (17.41)

Sto nas dovodi do Zeljenog rezultata. Slede¢e dve relacije su vrlo vazne i definiSu takozvani
Fourier-ov par:



x(1)= i a.e™ (17.42)
k=—0

1 - jkay,
a, :?ITx(t)e ket g (17.43)
Relacija (17.42) se naziva sintetickom relacijom, a relacija (17.43) analitickom relacijom Fourier-
ovog reda. Jo§ na kraju primetimo da je
1
a, z?jrx(t)dt (17.44)
Sto zapravo zanc¢i da koeficijent g, predstavlja srednju vrednost signala x(t) u toku jedne njegove
periode.

Primer 17.3: Posmatrajmo periodi¢an signal x(t) prikazan na slici 17.1. U pitanju je takozvana

povorka Cetvrtki i ovo je signal koji se ¢esto koristi u teoriji obrade signala i teoriji komunikacija.

x(1)

\J
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Slika 17.1: Povorka Cetvrtki sa neparnom simetrijom

Shodno relaciji (17.55) koeficijente a, izratunavamo na sledec¢i nacin:

_ L7 —jkat 7, 1 772 —Jkeyt L7 ~ Jkagt
a, —?J-O x(t)e dt_?J-o (I)e dt+? m(—l)e dt
R S (LS S 2 1 (17.45)
_Tjka)o 0 _Tjka)o T/2

1 P 1 e in
=_Tjkw0 (e * g /0)_%(6 *2r _ ik )

Uzimajuéi u obzir da je e”* =—1 idaje e/*" =1, dalje se dobija

a, =—— =1 jkr (17.46)

2
2 [1_(_1)/{} ——, za neparno k
- jk2
il 0, za parno k
Ovaj rezultat je vrlo vazan, jer nam on govori da povorka Cetvrtki sa neparnom simetrijom ima
samo neparne harmonike 1 da njihova vrednost opada brzinom 1/k. Ako zamenimo ovaj rezultat u
relaciju (17.42) dobijamo



x(t)= ——e™ (17.47)
( ) k:g jkrx
neparnok
Sredivanjem poslednje sume i uzimajuéi u obzir posebno pozitivne a posebno negativne indekse &,
mozemo signal x napisati u sledecoj formi:

< 2 ik —Jjkawyt \ __ S 4 :
x(1)= ; jk_ﬂ(e/k L )_ 1; Esm(ka)ot) (17.48)
neparno k neparno k

Sto predstavlja formu Fourier-ovog reda kakva je data u relaciji (17.32) s tim Sto su koeficijenti
C,=2/kr.

Primer 17.4: Posmatrajmo povorku pravougaonih cetvrtki x(t) kakva je prikazana na slici 17.2.

\J

Slika 17.2: Pravougaona povorka cetvrtki

Sli¢no malopredas$njem postupku, ako Zelimo da odredimo Fourier-ov red za prikazani signal, treba
sracunati sledeci integral:

a, = l,[T/Z x(t)e "™ = lITP/z I R
kordoan T 3-1,2 — jkew,T -T,/2
. (17.49)
_ _;(e—jkonp/Z _ejkon[,/Z) _ Sln(ka)OTp /2)
Jjk2m kr

Jasno je da za k=0, poslednji izraz dobija formu 0:0, pa je potrebno primeniti L'Hopital-ovo pravilo
na osnovu koga se dobija da je

a)OTp Tp
a,=—-—-—=— 17.50
e ( )

Sto ocigledno predstavlja srednju vrednost signala na intevalu duzine 7. Na slici 17.3. su prikazani
koeficijenti a, pod pretpostavkom da je 7, << T . Ovakva reprezentacija Fourier-ovih koeficijenata

se naziva spektrumom signala.
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Slika 17.3: Fourier-ovi koeficijenti povorke cetvrtki

Primetimo da se prvi koeficijent koji je jednak nuli deSava kada je ko,T,/2=r, odnosno za
k=T/T,. Primetimo jo$ da u specijalnom slu¢aju kada je 7, =7 /2, signal x(t) pocinje da li¢i na
signal iz prethodnog primera, s tim Sto je transliran naviSe, pa ima srednju vrednost a,=1/2 a
ostali Fourier-ovi koeficijenti dobijaju formu

(_1)(1\7,71)/2
a, = kx

0, za parno k+0

, za neparno k (17.51)

Konvergencija Fourier-ovih redova

U prethodnom izlaganju je pokazano kako se izratunavaju koeficijenti Fourier-ovog reda za
zadati periodi¢ni signal, ali ni jednog momenta se nismo pitali da i uopste dobijeni red konvergira,
a to jeste vrlo vazno pitanje. Pitanje konvergencije mozemo formulisati na slede¢i nacin: znamo da

Fourier-ov red podrazumeva da se periodican signal x(t) moze predstaviti na slede¢i nacin:

x(1)= i a.e™ (17.52)
k=—0

Ako umesto ovog beskona¢nog reda formiramo njegovu aproksimaciju kao red sa kona¢nim brojem
sabiraka:

K
xe ()= ae™ (17.53)
k=—K

pitanje konvergencije postaje pitanje da li sa povecavanjem broja sabiraka, odnosno kada K — o,
signal x, (t) postaje sve bliZi signalu x(l). U poslednjoj re€enici je upotrebljen pridev 'blizi'
medutim, matematicki govore¢i neophodno je definisati kriterijum po kome mozemo ceniti koliko

su dva signala bliska. U tom smislu, definiSimo signal greske ili rezlike izmedu ova dva signala na
slede¢i nacin:

ex (1)=x(1)—x4 () (17.54)



U Zelji da sli¢nost dva signala merimo preko jedne vrednosti, mozemo definisati normu nad
signalom e, (t) Uobicajeno se uvodi srednja kvadratna norma (u engleskoj literaturi se ova norma

obi¢no oznacava kao MSE norm od re¢i Mean-Square-Error):

£ 1

p =;L\e,< (1)) dr (17.55)

Tada pitanje konvergencije moZe da se formuliSe u smislu da li norma E, — 0 kada K —o0. Ako
je odgovor na ovo pitanje potvrdan, mi onda kazemo da Fourier-ov red konvergira ka signalu x(t).

Poslednji iskaz je vrlo vazan, i ne zaboravimo da konvergencija Fourier-ovog ne znaci sledeci iskaz

Il{im ey (t) =0. Ponekada jeste tako, ali nije generalno pravilo.

Matematicari su se bavili ovim problemom 1 definisali dovoljne uslove koje signal treba da
zadovolji da bi njegov Fourier-ov red konvergirao. Poznata su tri takva uslova i dovoljno je da
signal zadovolji jedan, bilo koji, od njih.

1. uslov: Ako je periodi¢an signal x(t) kontinualna funkcija vremena ¢, Fourier-ov red

konvergira. (U tom slucaju je konvergencija uniformna, S§to je joS strozija vrsta
konvergencije od MSE konvergencije)

2. uslov: Ako je signal x(t) kvadratno integrabilan duz periode 7, odnosno ako je zadovoljen

sledec¢i uslov
[ (o) de <o (17.56)

tada je njegov Fourier-ov red takode konvergentan.

3. uslov: (Dirichlet-ov uslov) Osim za konacan broj 'patoloskih' specijalnih slucajeva, dovoljan
uslov da Fourier-ov red konvergira je da signal x(7) bude apsolutno integrabilan duz

periode T:
jT\x(z)dz\ <o (17.57)

Patoloski slucajevi se eliminiSu dodavanjem dva dodatna zahteva, a to su: a) da signal
x(l)mora imati konacan broj maksimuma i minimuma duZz jedne periode 7, i b) da signal x(t)

mora imati konacan broj diskontinuiteta duz jedne periode 7 i da je vrednost funkcije u tim
diskontinuitetima konacna.

Primer 17.5: Na slici 17.4. su data tri periodicna signala. Ako Zelimo da odredimo da li
odgovaraju¢i Fourier-ovi redovi konvergiraju, treba da proverimo da li prikazani signali
zadovoljavaju neki od navedenih uslova. Prvi signal, takozvani trougaoni jeste neprekidna funkcija
vremena, pa po prvom uslovu njegov Fourier-ov red konvergira. Drugi, testerasti signal ima prekide
u tackama 0, £7/2,+37/2,... tako da se na njega ne moZe primeniti prvi uslov, ali sigurno

zadovoljava drugi uslov jer je integral njegovog kvadrata duz jedne periode ocCigledno konacan.
Dakle i njegov Fourier-ov red je konvergentan. Konac¢no, tre¢i prikazani signal, odnosno periodi¢na
povorka impulsa ne zadovoljava ni prvi ni drugi uslov, ali zadovoljava tre¢i. Naime, tre¢i signal
jeste apsolutno integrabilan duz jedne periode, 1 jo§, duz jedne periode ima samo jedan maksimum i
jedan minimum, 1 pri tome ima dva diskontinuiteta a grani¢ne vrednosti 1 sa jedne i sa druge strane
diskontinuiteta su konacne. Time treci signal zadovoljava tre¢i uslov pa je i njegov Fourier-ov red
konvergentan. Treba jo§ re¢i da ukoliko neki signal (kao S§to je periodicna povorka impulsa)

zadovoljava treéi uslov, da tada signal e, (1) >0 kada K —>o za svako 7 osim u tatkama



diskontinuiteta. U tackama diskontinuiteta Fourier-ov red konvergira ka srednjoj vrednosti
grani¢nih vrednosti sa leve 1 desne strane diskontinuiteta.
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Slika 17.4: Primer tri periodi¢na signala (trougaoni, testerasti i periodi¢na povorka impulsa)

Primer 17.6: Pogledajmo signal x(t) koji je prikazan na slici 17.5.

BE— 1

v

-T/2 T/2

Slika 17.5: Primer periodi¢nog signala

Ako pozelimo da odredimo Fourier-ov red koji odgovara ovom signalu treba da ponovimo postupak
iz primera 17.3, gde je dobijena sledeca relacija:

> 2 ; ; > 4
t)= —— (e =) = —sin (ka,t 17.58
x(1) ; T (e e ) 1; . sin (kayt) ( )

neparno k neparno k



K
Na slici 17.6. su prikazani signali x, ()= ), kisin(ka)ot) za razli¢ite vrednosti K kako bi

k=l 73
neparno k
ilustrovali proces konvergencije reda.
A Xk (t) K =7 A Xk (t)
K_= 3 ANV AN X N A~ N
S { A\VAR A v/
_ FAN.NPAY } &
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Slika 17.6: Ilustracija konvergencije Fourier-ovog reda

Primetimo da sa povefanjem parametra K, talasanja u signalu x; (t) (takozvani rippling u
engleskoj literaturi) postaje sve uze i uze, ali preskoci se ne smanjuju. I za K=11 i za K=19, preskok
iznosi oko 18%. Ova se pojava naziva Gibbs-ovim efektom 1 uvek se javlja kada Fourier-ovim
redom aproksimiramo signal koji sadrzi diskontinuitete. Mozda deluje zbunjujuée da e, (t) —0
kada K — oo a da se pri tome ovaj prekok ne smanjuje. Medutim, objaSnjenje lezi u ¢injenici da se
Sirina ovog preskoka sa poveéanjem K smanjuje, i da se za svaku vrednost vremenske promenljive ¢
moze naci dovoljno veliko K tako da je e, (t) proizvoljno malo.



