Pitanje 10: Osobine kontinualnih LTI sistema

Kako je objasnjeno u prethodnom pitanju, linearan stacionaran kontinualni sistem je u
potpunosti definisan kroz njegov jedini¢ni impulsni odziv. Medutim, zanimljivo je videti kako se
osobine kauzalnosti, stabilnosti i invertibilnosti odslikavaju na ovaj odziv.

Sistem sa memorijom
Kako izlaz y(t) sistema bez memorije moze zavisiti samo od trenutnog ulaznog signala

x(t), tada u slucaju linearnog i vremenski invarijantnog sistema, veza izmedu ulaznog i izlaznog

signala mora biti
y(t)=Kx(1) (10.1)

gde se parametar K naziva pojatanjem sistema. U tom slucaju impulsni odziv takvog sistema bez
memorije glasi

h(t)=K65(1) (10.2)

Shodno tome mozemo zakljuciti da kadgod je impulsni odziv nekog sistema h(to) razli¢it od nule

za t, # 0, u pitanju je sistem sa memorijom.

Kauzalni sistem

Kao $to smo ve¢ rekli, osobina kauzalnog sistema je da on ne moze da da odgovor na ulazni
signal dok god se taj signal ne pojavi na njegovom ulazu. Dakle, odziv na dogadaj na ulazu koji se
pojavio u trenutku ¢ =¢,, za kauzalni sistem, mora biti jednak nuli za svako ¢ <t¢,. Shodno tome,

impulsni odziv kauzalnog sistema mora biti takav da je
h(t):O zat<0 (10.3)

Primenjujuéi osobinu kauzalnosti, konvolucioni integral koji definiSe odziv kauzalnih sistema
postaje:

y(?) =th(r)x(t—r)dr (10.4)
ili, nakon smene promenljivih t —7 =1
y(6)=] x(A)h(t-2)d2 (10.5)

Poslednja relacija jasno ukazuje da samo vrednosti x(/i) gde je A<t utiCu na vrednost odziva

¥(t) u trenutku 7.

Paralelno sa pojmom kauzalnosti sistema, po ugledu na impulsni odziv kauzalnih sistema,
definisu se i kauzalni signali. Signal x(t) ¢emo zvati kauzalnim ako zadovoljava sledeci uslov

x(l):O za t<0 (10.6)

cak iako signal x(t) nije niciji impulsni odziv.



Kaskadna (redna) veza sistema

Za dva sistema kazemo da su u rednoj ili kaskadnoj vezi ukoliko je izlaz prvog od njih
istovremeno ulazni signal za drugi sistem, kao $to je to prikazano na slici 10.1. Kako je izlaz prvog
od njih

w(t)=x(1)*h (1) (10.7)
u vaznosti je sledeca relacija

y(t):W(t)*hz(t)=[x(t)*h1(t)]*hz(t) (10.8)

Na osnovu svojstva asocijativnosti koje vazi za operaciju konvolucije, dalje mozemo pisati

y(t)=x(e)*[ b (£)*hy (1) ] = x(¢)*h () (10.9)

Sto znaci da Ce se isti odziv dobiti ukoliko signal x(t) dovedemo na ulaz sistema ¢iji je impulsni

odziv jednak #(t)=h (¢)*h,(t). Dalje, na osnovu osobine komutativnosti operacije konvolucije

izraz (10.9) moze biti napisan i na slede¢i nacin:

y()=x () [h (6)* A (1) ] =[x (e)* s ()] * A (2) (10.10)
Sto pak, sa druge strane znaci da se u smislu generisanja odziva kaskadne veze sistema nista ne
menja ukoliko sistemi zamene redosled. Dobijeni rezultati se mogu bez probleme generalizovati 1 za
kaskadnu vezu proizvoljnog broja razlicitih sistema.

x([—)> h (1) lt)» h (1) —»

Slika 10.1: Ekvivalentne reprezentacije kaskadne veze LTI sistema

Paralelna veza sistema

Za dva sistema se kaze da su paralelno vezani ako imaju zajednicki ulazni signal a njihovi
izlazi se sabiraju i formiraju zajednicki izlazni signal, kao $to je to prikazano na slici 10.2. Tada se
njihov zbirni izlazni signal moZe napisati u formi:

y(e)=[x(e)*m (t) ]+ [ x(t)*hy(2) ] (10.11)

a na osnovu osobine distributivnosti operacije konvolucije nad sabiranjem, poslednju relaciju
mozemo zapisati u sledecoj formi:

y(t)=x(e)*[ b (1)+hy ()] =x(r)*n(z) (10.12)

Drugim re¢ima, odziv sistema mozemo predstaviti kao izlaz jednog sistema ¢iji je impulsni odziv
jednak:

h(t)=h(t)+h, (1) (10.13)
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Slika 10.2: Ekvivalentna reprezentacija paralelne veze dva LTI sistema

Slicno kao 1 kod kaskadne veze, i u slucaju paralelne veze sistema, dobijeni rezultat se moze
generalizovati za proizvoljan broj paralelno vezanih sistema.

Stabilni sistem

BIBO stabilnost LTI kontinualnih sistema se takode moZe jednostavno detektovati na
osnovu jediniénog impulsnog odziva h(t). Pretpostavimo da je ulazni signal x(¢) takav da

zadovoljava slede¢u nejednakost:

‘x(t)‘ < B,, za svako ¢ (10.14)

gde je B, pozitivna konstanta.Tada ¢e apsolutna vrednost odziva sistema biti

‘y(t)‘ = Jih(r)x(t—z‘)df

Ako se posluzimo ¢injenicom da je apsolutna vrednost integrala uvek manja ili jednaka od integrala
apsolutne vrednosti i da je apsolutna vrednost proizvoda jednaka proizvodu apsolutnih vrednosti,
poslednji izraz postaje:

‘y(t)‘ < J.:‘h(r)x(l—z')‘dr :J-i‘h(z')Hx(t—r)‘dT < Blji‘h(r)‘dr (10.16)

(10.15)

jer je po pretpostavci ‘x(t—r)‘SBl. Ako je jedini¢ni impulsni odziv apsolutno integrabilan,

odnosno ako je
[ |n(z)|dz =G <o (10.17)
tada se na osnovu prethodne dve relacije moze pisati
v(t) <BG=B8, (10.18)

Drugim recima, potreban 1 dovoljan uslov da kontinualan LTI sistem bude BIBO stabilan jeste da
njegov impulsni odziv bude apsolutno integrabilan u smislu relacje (10.17).

Invertibilni sistem

Ve¢ smo zakljucili da ukoliko je sistem invertibilan, tada postoji njemu odgovarajuc¢i
inverzan sistem, takav da ako se veze u kaskadu sa originalnim sistemom, signali na ulazu i izlazu
te kaskade moraju biti identi¢ni. Ovo tvrdenje vazi za svaki signal na ulazu, pa onda vazi i u slucaju

kada je ulazni signal Dirakov impuls (slika 10.3). Na ovoj slici je sa 7, (t) oznacen jedinicni

impulsni odziv inverznog sistema.



5(1) h(t) 5(1)

— >  h(t) —» k(1) —»

Slika 10.3:Invertibilni LTI sistem i njegov inverzni sistem

U tom slucaju je jasno da impulsni odziv inverznog sistema mora zadovoljiti sledecu relaciju:
h(t)*h, (1)=5(¢) (10.19)

Lako se pokazuje da ako inverzni sistem LTI sistema postoji, onda i on mora biti i linearan i
vremenski invarijantan. Ako na ulaz originalnog sistema dovedemo signal x(7)=ax, (¢)+a,x, (1),

tada ¢e se na njegovom ulazu pojaviti signal y(7)=a,y,(¢)+a,y,(t), $to je istovremeno ulaz
inverznog sistema. Da bi on zaista bio inverzan on mora na svom izlazu da generiSe signal
x(t)=ax (t)+ayx, (1), $to jeste dokaz njegove linearnosti. Sa druge strane ako na ulaz

originalnog sistema dovedemo signal x(7—¢,), na njegovom izlazu ¢e biti signal y(¢—¢,) a pak na
izlazu inverznog sistema ponovo x(t —to) , Sto dokazuje njegovu stacionarnost. Kao zakljuc¢ak ove

analize mozemo tvrditi da ako je sistem invertibilan, mora postojati funkcija 4, (t) koja zadovoljava

relaciju (10.19). Tehnike nalazenja ove funkcije se ne€e razmatrati na ovom mestu, medutim, ono
Sto ovde svakako moZemo navesti jeste, da cak 1 ako uspemo da odredimo impulsni odziv inverznog
sistema on uglavnom nema druge vazne osobine koje smo ve¢ pomenuli a to su kauzalnost i
stabilnost.

Jediniéni odskocni odziv

Ve¢ smo videli da je opisati sistem pomocu jedini¢nog impulsnog odziva vrlo efikasan i
sadrzajan nacin, jer se pomoc¢u ove funkcije moze odediti odziv sistema za bilo koju pobudu, a
istovremeno se na osnovu impulsnog odziva mogu analizirati sve znacajne osobine sistema.
Medutim, u mnogim primenama je jedini¢ni odskocni odziv (odziv sistema ako je na njegov ulaz
dovedena jedini¢na odskoc¢na funkcija) takode vrlo korisni na¢in da se sistem okarakteriSe. Jasno je
da se jedini¢ni odskoc¢ni odziv sistema moze sracunati kao konvolucija impulsnog odziva i jedini¢ne
odskoc¢ne funkcije:

s(t):h(t)*u(t) (10.20)
Uzimaju¢i u obzir specificnost jedini¢nog odsko¢nog signala, poslednji izraz postaje:
S(t) =£O u(r)h(t—r)dr = I:h(t—r)dr = J._t ]’l(T)dT (10.21)

Sto predstavlja jednostavnu vezu izmedu impulsnog i odsko¢nog odziva. Konac¢no, ako se odsko¢ni
odziv moze sraunati kao odgovarajuci integral impulsnog odziva, ocigledno je da se i impulsni
odziv moze sracunati kao prvi izvod odskoc¢nog odziva:

ds (t)
h(t)=—-—= 10.22
()=— (1022)
Primer 10.1: Ukoliko nam je poznat odskocni odziv jednog sistema

s(t)=|cos(myt) |u(r) (10.23)

odgovaraju¢i impuslni odziv se direktno sraCunava primenom relacije (10.22)



du(t)

()= dsd(tt) _ dcozga)ot)
= -, sin(a)ot)u(t)+cos(a)0t)5(t) = §(f)— @, Sin(wot)”(t)

u(r)+cos(awy) (10.24)

Pitanje 11: Diferencijalne jednacine i njihova primena

Svi smo manje ili viSe familijarni sa linearnim diferencijalnim jednac¢inama sa konstantnim
koeficijentima, ili na osnovu znanja iz matematike ili teorije elektri¢nih kola. Ovakve vrste
jednacina igraju vrlo znacajnu ulogu u mnogim nau¢nim oblastima kao $to su elektrotehnika,
elektronika, masSinstvo, hemija, tehnologija, fizika i1 tako dalje. Zapravo, diferencijalne jednacine
jesu i specifi¢an nacin da se definiSe sistem, jer su one uglavnom definisane tako da postoje ulazni
signali, da su zavisne promenljive ¢ijim reSavanje mozemo odrediti izlazni signal i istovremeno
postoji nezavisna vremenska promenljiva. Dakle, sistemi koji su definisani na ovaj nacin pripadaju
Sirokoj klasi kontinualnih sistema. Ukoliko je u pitanju linearna diferencijalna jednacina sa
konstantnim koeficijentima onda ona definiSe linearan stacionaran (LTI) sistem.

Diferencijalna jednacina

Opsti oblik diferencijalne jednacine konacnog reda sa konstantnim koeficijentima je dat u
slede¢oj formi:
Noodq () & dbx(t
S 10, 450

% %
=0 t =0 dt

(11.1)

gde je sa N oznacen red diferencijalne jednacine i on je uvek jednak najviSem izvodu zavisne
promenljive y. Ukoliko nam je poznati konkretan ulazni signal x(t), uopSteno govoreci, signal

() koji je resenje diferencijalne jednagine moze da se napise u formi:
y(t):yp (t)+yh (t) (11.2)

gde je sa y, (t) oznaceno partikularno reSenje koje zadovoljava uslov (1.1), dok je sa y, (l)

oznaceno reSenje homogene jednacine:

N k
Zakdy—hk(t):o (11.3)
k=0 dt

gde je konkretna forma homogenog dela y, (l) odredena sa N dodatnih uslova sistema.

Primer 11.1: Posmatrajmo odziv y(t) kontinualnog sistema opisanog diferencijalnom jednac¢inom

prvog reda

dyT(tt)Jray(t):x(Z) (11.4)

gde je x(7) kauzalni signal

x(t)=e"u(t) (11.5)



Pod pretpostavkom da je partikularno resenje za ¢ > 0 u sledecoj formi

y,(t)=4e™" (11.6)
lako proveravamo da y, (t) mora da zadovolji slede¢i uslov:
dy (t
%()+ ay,(1)=x(1)= —Abe™ +ade™ = = —bA+ad=1 (11.7)
odnosno
A= ! (11.8)
a—b '
Otuda partikularno reSenje glasi:
[
t)= e’ ,t>0 11.9
v, (1)=—— (11.9)

Da bismo dobili signal y, (t) homogene diferencijalne jednacine

Mwyh(t):o (11.10)
dt
pretpostavimo resenje u obliku:
v, (t)=Ke" (11.11)
odakle smenom u (1.10) dobijamo uslov
sKe" +aKe" =0 (11.12)
odnosno
s=-a (11.13)
Tako da homogeno resenje postaje
v, (t)=Ke™ (11.14)

uz jo$ uvek neodredenu vrednost parametra K. Kombinujuéi partikularno i homogeno reSenje za
t >0, dobijamo oblik izlaznog signala
1
y(t)= e +Ke ;t>0 (1.15)

a—>b

Da bismo odredili vrednost konstante K, potrebno je da znamo vrednost y(O)=Y, (takozvani

pocetni uslov). Smenom u (11.15) dalje mozemo pisati

y(0)=—— 1K =Y, (11.16)
a_
odnosno
K=Y - ! (11.17)
a—>b
pa nase konacno reSenje za ¢t > 0 postaje
y(t)=Ye " +——(e" =) t>0 (11.18)

a-b



Za t <0 poznato nam je da je ulazni signal jednak nuli x(t) =0, pa reSenje pocetne diferencijalne

jednacine mora biti jednako reSenju homogene diferencijalne jednacine, odnosno

y(t)=y,(1)=Ke™ ;<0 (11.19)
Sto uz pocetni uslov y(O) =Y, postaje
y(t)=Ye " ;1<0 (11.20)

Konacno, resenje za £ <0 i £ >0 mogu biti kombinovana u slede¢oj formi

y(t)=Y,e™ +—(e”” —e"”)u(t) (11.21)

a-b
pri ¢emu je 1 uslov za trenutak 7 =0 ispoStovan vodenjem racuna o po¢etnom uslovu.

Primetimo da je za a =b razlomak u (1.21) nedefinisan, jer dolazi do deljenja sa nulom. Da
bismo primenom L'Hopital-ovo pravilo uvedimo oznaku

f(b)=e"-e" (11.22)
i
g(b)=a-b (11.23)
Kako je
[(b)=—te"; g'(b)=-1 (11.24)
u grani¢nom procesu kada b — a, dobija se
fla)_f(a) _ e (11.25)

g(a) g'(b)
odnosno za slu¢aj a =b, odziv naseg sistema glasi

y(t)=Y,e" +te "u(r) (11.26)
Primetimo takode da je u slucaju nultog pocetnog stanja sistema (Y, = 0) odziv sistema jednak

v.(t)= aib(e"” —e“)u(t) (11.27)

Ovakav odziv se zove odziv iz nultog stanja ili odziv relaksiranog sistema. U suprotnom, da je

postojao samo pocetni uslov Y, a da je uzlazni signal jednak nuli x(t) =0, tada bi odziv sistem bio
y.(t)=Ye™ (11.28)

Ova vrsta odziva se naziva odziv na pocetne uslove. Ocigledno je da se ukupni odziv sistema moZe
napisati kao zbir odziva relaksiranog sistema i odziva na pocetne uslove:

y(t)=y, (1) +y. () (11.29)

Ne treba poistovecivati ove dve vrste odziva sa partikularnim i homogenim reSenjem diferencijalne
Jjednacine, jer oni u opStem slu€aju nisu jednaki. Medutim, ras¢laniti odziv sistema na odzive y_ (l)

i y,,(¢) je vrlo korisno, i tu ¢emo &injenicu Gesto koristiti.



Ovde je potrebno joS dodati jedan komentar. Logi¢no je da ofekujemo da sistem koji je
opisan linearnim diferencijalnim jednacinama bude linearan. Medutim, to nije tacno uvek tacno.

Naime, ako pretpostavimo da je ulaz u signal x(¢)=0, tada ¢e odziv sistema biti y_(¢) koji u

opStem slucaju nije nula. To automatski znaci da nece biti zadovoljen uslov homogenosti (k puta
veéi ulaz nece generisati k£ puta veci izlaz), pa sistem nije linearan. Medutim, takav sistem ¢e biti

inkrementalno linearan. Ukoliko je odziv y (t) jednak nuli (a to se deSava ako je pocetni uslov

sistema jednak nuli), tada ¢e i princip homogenosti biti zadovoljen pa ¢e sistem biti linearan.

Primer 11.2: Posmatrajmo sledecu diferencijalnu jednacinu

dy—(t)Jray(t):x(t) (11.30)
dt
u kojoj je pocetni uslov
y(0)=Y,=0 (11.31)
Za takav sistem sa nultim pocetni uslovom se kaze da je relaksiran. Dalje, pretpostavimo da je
x(t)=u(r) (11.32)
U tom slucaju, reSenje jednacine postaje jedini¢ni odskoc¢ni odziv:
y(t)=s(t):i(l—e“”)u(t) (11.33)

Shodno vezi izmedu jedini¢nog odsko¢nog i jedini¢nog impulsnog odziva, na osnovu relacije
(11.33) lako sra¢unavamo jedini¢ni impulsni odziv:

(1) :dsd—(;) — e (1) (11.34)

Upravo reSena diferencijalna jednaCina zapravo opisuje jednostavno RC kolo prikazano na slici
11.1.

Slikall.1: RC elektri¢no kolo

Primenom Kirhofovog zakona mozemo pisati:
Ri(t)+%r i(r)dr=x(1) (11.35)

Kako je



y(t)zE ) i(r)dr (11.36)
i
: dy (1)
t)=C 11.37
i(r)=C— (11.37)
diferencijalna jednacina koja opisuje ovo kolo postaje:
RCdyT(tt)+y(t) ~ (1) (11.38)

Uvode¢i vremensku konstantu 7 = RC i uvodeé¢i smenu a =1/7, diferencijalnu jedna¢inu mozemo
prepisati u formi

dy(t
%%ray(t):ax(t) (11.39)

Sto je ekvivalentno jednacini (11.30) s tom razlikom da se umesto ulaznog signala x(t) pojavljuje

signal ax (7). Dakle, impulsni odziv ovog sistema glasi

h(1)=aeu(t)=Le " u (1) (11.40)
T
Prednost ovog pristupa je da sada, kada smo odredili jedini¢ni impulsni odziv sistema, za bilo koji

oblik ulaznog napona x(t), mozemo jednostavno sracunati izlazni napon y(t) primenom

konvolucije

y(t)=h(t)*x(r) (11.41)

Blok dijagrami

Predstava sistema pomocu blok dijagrama je vrlo koristan alat, ne samo u smislu
jednostavnijeg razumevanja strukture sistema, ve¢ je to alat koji u velikoj meri pomaze prilikom
projektovanja razli¢itih vrsta sistema za obradu signala ili upravljanje. Vrlo Cesto se ova tehnika
naziva analognim modeliranjem, jer je njena osnovna namena da se princip funkcionisanja sisema
prikaze koriS¢enjem tri elementarna bloka a to su: sabiraC dva signal, mnozac signala konstantnim
pojacanjem i integrator signala. Sematska oznaka za ove blokove je data na slici 11.2.

x(t) z(t):x(t)+y(t) x(t) Kx(t) x(t) x(r dr

+ all 50) ()

(1)

Slika 11.2: Sematska oznaka za elementarne blokove u blok dijagramima sistema

Usvajanjem ovakvih oznaka, mi mozemo ne samo predstaviti sisteme razlicitih struktura, ve¢ ih
mozemo 1 realizovati jednostavnih elektronskim sklopovima. U kojoj meri ¢e neko od nasih
prakti¢nih reSenja biti ekonomicno i izvodljivo ne zavisi samo od strukture sistema koji zelimo da
realizujemo, ve¢ 1 od poznavanja tehnike blokovskih dijagrama. Slede¢i primer ilustruje navedenu
¢injenicu.



Primer 11.3: Posmatrajmo jednostavan sistem koji je opisan diferencijalnom jednac¢inom
P(t)=2p(t)+ (1) =x(1)+4x(¢) (11.42)

gde je radi jednostavnijeg pisanja usvojena oznaka j(1)=d’y(t)/dt*, y(¢)=dy(t)/dt. Ukoliko

zelimo da nacrtamo ovaj sistem u blokovskoj formi, ili da ga realizujemo pomocu elementarnih
elektronskih komponenti, mozemo postupiti na dva nacina.

Direktna realizacija: U Zelji da se oslobodimo izvoda u relaciji (11.42) integralimo celu jednacinu
dva puta. Dobijenu jedna¢inu moZemo zapisati u formi:

y(z‘)—2y1 (t)+y2 (t):x1 (t)+4x2 (t) (11.43)

gde je radi jednostavnijeg pisanja za viSestruki i-#i integral signala y(¢) uvedena oznaka y,(7) i

analogno tome za signal x(t). Ako poslednju relaciju napiSemo u formi

y(t):2yl(t)—y2 (t)+xl(t)+4x2 (t) (11.44)

blokovska reprezentacija direktno sledi (zbog toga se i zove direktna realizacija) i prikazana je
slikom 11.3.

(1)

[
|

Slika 11.3: Direktna realizacija sistema

Primetimo da nam je za direktnu realizaciju sistema potrebno Cetiri integratora, dva pojacavaca,
jedan invertor i jedan sabira¢. A pogledajmo sada drugi pristup u blokovskoj predstavi, odnosno
realizaciji, koji se naziva kanoni¢na realizacija.

Kanonicna realizacija : Ako ponovo krenemo od relacije (11.42) ali je prepiSemo na sledeéi nacin:
Y(6)=23,(6) =3, (1) + 5, (1) +4x, (1) = [ [20(2)+x(2) -3, (z)+4x,(c) ]t
=J [ 20(e)4x(e)+ [ (- (2) + 4x(2))d2 | a

Poslednja relacija govori o tome da se signal y(t) moze dobiti kao izlaz iz integratora kome je na

(11.45)

ulaz doveden zbir tri signala 2y(¢), x(¢) i izlaz iz integratora koji na ulazu ima zbir dva signala

-y (t) 1 4x(t) . Odgovarajuc¢a blokovska realizacija je prikazana na slici 11.4.



Slika 11.4: Kanoni¢na blok reprezentacija sistema

Primetimo da reprezentacije na slikama 11.3 1 11.4 predstavljaju iste sisteme, medutim za
realizaciju sistema prikazanog slikom 11.4. potrebna su nam dva integratora, dva pojacavaca, jedan
invertor 1 dva sabiraca. O€igledno, sa stanoviSta integratora (a kasnije ¢e biti objasnjeno zaSto su
integratori najvazniji elementi u ovakvoj blokovskoj predstavi) kanoni¢na realizacija ima drasti¢nu
prednost u odnosu na direktnu.

Pitanje 12: Pregled i osobine diskretnih sistema

Sve osobine koje smo naveli kao osnovne karakteristike kontinualnih sistema imaju
odgovarajucu interpretaciju u domenu diskretnih sistema. Ove osobine imaju znacajne posledice po
ponasanje sistema i zbog toga Ce biti data njithova odgovaraju¢a matematicka interpretacija.

Sistemi sa memorijom
Za diskretni sistem kazemo da ima memoriju ukoliko njegov odziv y[n] u nekom trenutku

n=n, ne zavisi samo od ulazan u tom istom trenutku x[n,] ve¢ i od vrednosti ulaznog signala u

nekim drugim vremenskim trenucima. Ti drugi vremenski trenuci mogu pripadati, generalno
govoreci, 1 proslosti 1 buduénosti. U protivnom, ukoliko nam je za sraCunavanje odziva u trenutku

n =n, dovoljno da znamo vrednost ulaznog signala u tom istom trenutku x[no] , za sistem kazemo
da je bez memorije.

Trivijalan primer sistema bez memorije je sistem opisan slede¢om relacijom:
y[no]:xz[no] (12.1)

dok je primer, takozvanog, akumulatora:

y[no] = Z x[n] (12.2)

tipiCan primer sistema sa memorijom.

Kauzalnost sistema

Diskretni sistem je kauzalan ukoliko njegov odziv y[n] u proizvoljnom trenutku 7 =n,

zavisi od vrednosti x[n] za n<n,. Drugim retima, ako odziv sistema u sada$njem trenutku zavisi

od ulaza sistema u sadasnjem 1 proSlim trenucima, a ne od ulaza u buduénosti, sistem je kauzalan.
Dakle, realan sistem mora biti kauzalan, jer ga drugacije nije moguce realizovati.



Istini za volju, u obradi signala se Cesto pojavljuje potreba za nekauzalnim sistemima,
medutim oni se mogu primeniti isklju¢ivo u takozvanom off-/ine postupku, kada su svi odbirci
signala ve¢ zabelezeni, i kada se nad njima naknadno vrS$i obrada. Jedan od takvih filtara je
takozvano centrirano prozorsko usrednjavanje definisano sledeCom relacijom:

ny+2

y[no]: Z x[n] (12.3)

n=ny—2

Linearni diskretni sistemi

Analogno kao kod kontinualnih signala, za diskretni sistem kazemo da je linearan ukoliko
zadovoljava dva svojstva: aditivnost i homogenost.

Sistem zadovoljava uslov aditivnosti ukoliko na pobudu xl[n]+x2[n] generiSe odziv
yl[n]+y2[n] , gde su yl[n] 1y, [n] pojedinacni odzivi na pobude xl[n] i xz[n], respektivno. Sa
druge strane, za sistem kaZzemo da zadovoljava uslov homogenosti ukoliko za pobudu ax[n]

generiSe odziv ay[n] , gde je sa y[n] obelezen odziv sistema za pobudu x[n]

Svojstva aditivnosti 1 homogenosti su istovremeno sadrZana u principu superpozicije koji
kaZze da sistem zadovoljava ovaj princip ukoliko za pobudu alxl[n]+a2x2 [n] generiSe odziv

ay, [n]Jrazy2 [n] gde su y, [n] 1y, [n] pojedinacni odzivi na pobude x, [n] 1Xx, [n] , respektivno.

Vremenski invarijantni sistemi

Vremenski invarijantni diskretni sistemi podrazumevaju da se pomeraj u ulaznom signalu
direktno preslikava u pomeraj u odzivu sistema. Drugim recima, ako je odziv sistema na pobudu

x[n] bio y[n], tada ¢e odziv na pobudu x[n—n,] biti y[n—n,]. Ako je ovo tvrdenje tacno za bilo

koji ulazni signal i bilo koji pomeraj, sistem je vremenski invarijantan.

Stabilnost diskretnih sistema

Za diskretni sistem kazemo da je stabilan u smislu ogranicen ulaz- ogranicen izlaz (BIBO
stabilnost) ukoliko za proizvoljni pobudni signal koji zadovoljava uslov

lx[n]|< B, (12.4)
dobijamo odziv y[n] ogranicen po svojoj amplitudi, odnosno
ly[n] < B, (12.5)
za kona¢ne konstante B, 1 B,.
Primer BIBO stabilnog sistema je takozvano jedincno kasnjenje:
y[n]zx[n—l] (12.6)
Jednostavno se dokazuje da je ovakav sistem BIBO stabilan:
‘y[n]‘:‘x[n—l]‘SBl (12.7)

dok je primer nestabilnog sistema takozvani sabira¢ (ili akumulator)



y[n]= 2 x[k] (12.8)

k=—0

Ako pretpostavimo da smo na ulaz sabiraca doveli jedini¢nu odsko¢nu funkciju koja je ogranicena,
na izlazu dobijamo

n

y[n]= D ulk]=r[n] (12.9)

k=—0

gde je sa r[n] oznacena jedini¢na diskretna usponska funkcija i koja tezi beskonacénosti kako

promenljiva n raste.

Invertibilni sistemi
Kao i za slucaj kontinualnih sistema, za diskretni sistem kazemo da je invertibilan ukoliko
njegov ulazni signal x[n] jednozna¢no moze biti odreden na osnovu njegovog izlaza y[n] . Drugim

reCima, sistem je invertibilan ukoliko razli¢iti ulazi generiSu razlicite izlaze. Dakle, ako je sistem
invertibilan moze se odrediti njegov inverzni sistem koji za ulaz y[n] generiSe odziv x[n] , kako je

to prikazano na slici 12.1.

x[n] . y[n] Inverzni x[n]
Sistem —

sistem

Slika 12.1: Primer sistema i njegove inverzije

Primer invertibilnog sistema je diskretni sabira¢ ili akumulator. Njegov inverzni sistem je opisan
slede¢om relacijom:

x[n]:y[n]—y[n—l] (12.10)
Pitanje 13: Diskretni linearni vremenski invarijantni (LTI) sistemi

Sve napred navedene osobine diskretnih sistema su vazne, medutim posebnu paznju
zahtevaju osobine linearnosti 1 vremenske invarijantnosti. Zbog toga ¢e sistemima koji imaju ova
dva svojstva biti posveceno vise prostora i kao i u slucaju kontinualnih sistema bi¢e koris¢ena
oznaka LTI (Linear Time Invariant) sistem. Jedan od fundamentalnih nac¢ina da se ovakav sistem
opiSe jeste njegov impulsni odziv, jer ¢e se kasnije pokazati da odziv sistema na bilo koju pobudu
moze da se sracuna kao konvolucija impulsnog odziva i te pobude.

Da bismo dosli do ovog rezultata podimo od proizvoljnog pobudnog signala x[n] . Uzmimo

za primer signal
x[n]:(n+2)(u[n+l]—u[n—3]) (13.1)

prikazan slikom 13.1.
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Slika 13.1: Primer pobudnog signala

Ukoliko se tako dogovorimo, signal x[n] se moze napisati i u obliku zbir jedin¢nih impulsa:

2

x[n]=> (k+2)S[n—k] (13.2)

k=—1
Zapravo, bilo koji pobudni signal se moze napisati u formi zbira jedini¢nih impulsnih signala:
x[n] :---+x[—2]5[n+2]+x[—1]5[n+1]+x[0]§[n]+x[l]§[n—1]+x[2]5[n—2]+--- (13.3)

ili u kompaktnijoj formi:

o0

x[n]= > x[k]5[n—k] (13.4)

k=—c0
Pretpostavimo sada da smo na ulaz LTI diskretnog sistema doveli kao pobudu jedini¢nu impulsnu
funkciju x[n] =0 [n] Takode pretpostavimo da se na izlazu sistema pojavio odziv h[n] Ovaj

¢emo signal zvati jedini¢ni impulsni odziv sistema.

Sn] [ rr | hln]

sistem

Slika 13.2: Definicija jedini¢nog impulsnog odziva sistema

Kako je na$ sistem vremenski invarijantan, to znaci da ¢e on za pomerenu pobudu x[n] =0 [n —k]

generisati pomerni odziv h[n—k]. Istovremeno, na$ je sistem linearan pa onda vazi 1 princip

superpozicije, Sto zna¢i da za pobudu
x[n]:Zaké'[n—k] (13.5)
k
sistem treba da generiSe odziv

y[n]:Zakh[n—k] (13.6)

k

Tako ¢e na$ sistem sa impulsnim odzivom h[n] za pobudu definisanu signalom (13.2) generisati

odziv

)= (k+2)h[n—k] (13.7)

k=-1



Do rezultata smo dosli primenom principa superpozicije, a da konvoluciju nismo ni pomenuli. Do
ocekivanog rezultata ¢emo do¢i ukoliko u relaciji (13.6) izvrSimo smenu a, = x[k] , ¢ime dobijamo

relaciju (13.4) i direktno odatle dolazimo do vrlo vaznog rezultata da je odziv sistema na bilo koju
pobudu jednak konvoluciji impulsnog odziva i pobude:

v[n]= S x[k]h[n-k] = x[n]*h[n] (13.8)

k=-o0

Kako je konvolucija komutativna operacija, posledn;ji izraz se moze po potrebi napisati i u sledecoj
formi

y[n Z hl|k [n k [n]*x[n] (13.9)

s
Primer 13.1: Sracunajmo odziv sistema ¢iji je impulsni odziv

h[n]zu[n]—u[n—N] (13.10)
na pobudu

x[n]=6[n]-6[n-1] (13.11)

Ovi signali su prikazani na slici 13.3.

Slika 13.3: Pobuda i impulsni odziv sistema

Do resenja se jednostavno moze do¢i na dva nacina. Prvi je principom superpozicije. Naime, ako je
pobuda sistema predstavljena algebarskim zbirom dva imulsna signala

x[n]=6[n]-6[n-1] (13.12)
onda je odziv sistema jednak zbiru dva pomerena impulsna odziva:
y[n]=h[n]=h[n=1]=(u[n]-u[n-N])~(u[n-1]-u[n-N-1]) (13.13)
Poslednji izraz se moZe napisati u formi:
y[n]=(uln]-u[n=1])=(u[n-N]-u[n-N-1])=[n]-5[n-N] (13.14)

Do potpuno identi¢nog rezultata se moglo do¢i primenom konvolucije:



y[n]:ih[k] n kzgxn k]: Zn: x[m]

=m_§+l(5[m]—5[m—1])—mz_w [m]- "ia[m Z —1]+:_i\;5[m—1](13.15)

=u[n]—u[n—l]—u[n—N]+u[n—N—1]= [n]—5[n—N]

Ovaj rezultat je prikazan na slici 13.4.

Slika 13.4: Odziv sistema

Primer 13.2: Sra¢unajmo odskoc¢ni odziv diskretnog LTI sistema ¢iji je impulsni odziv dat:
h[n]za"u[n] (13.16)

Polaze¢i od Cinjenice da je odziv linearnog stacionarnog diskretnog sistema na bilo koju pobudu
jednak diskretnoj konvoluciji te pobude i impulsnog odziva, mozemo pisati:

0

s[n]=u[n]*h[n]= D ulk]h[n-k] (13.17)
k=—00
Uzimaju¢i u obzir osobine jedini¢ne odsko¢ne funkcije poslednja suma se moze pojednostaviti:
=ih[n—k] (13.18)
k=0
ili nakon smene promenljivih n—k =m
= Zn: h[n] (13.19)

Poslednja relacija definiSe vezu izmedu jedini¢nog odskocnog i jedini¢nog impulsnog odziva
diskretnih sistema. Dakle, umesto integrala kod kontinualnih sistema, kod diskretnih sistema se
odskoc¢ni odziv definiSe preko sume odbiraka impulsnog odziva, i obrnuto, umesto izvoda kod
kontinualnih sistema, impulsni odziv se moze sracunati kao kona¢na jednokoracna razlika
odskoc¢nog odziva:

h[n]=s[n]-s[n-1] (13.20)
U naSem slucaju gde je impulsni odziv definisan relacijom (13.6), odsko¢ni odziv postaje:

0;n<0

s[n]:miwh[m]: Zn: au m] Za l—a

n+l

- uln] (13.21)



Na ovom mestu mozemo definisati impulsne odzive nekih cesto koriS¢enih a jednostavnih
diskretnih sistema.

Jedini¢no kasnjenje

Rad sistema koji se naziva jedini¢nim kasnjenjem je opisan slede¢om relacijom:

y[n]:x[n—l] (13.22)
Samim tim je impulsni odziv jedini¢nog kasnjenja:
h[n]=6[n-1] (13.23)

Jedinicno prednjacenje

Potpuno analogno sa jedini¢nim kasnjenjem, relacija koja definiSe rad ovog diskretnog
sistema je

y[n]zx[n+l] (13.24)
sa odgovaraju¢im impulsnim odzivov

h[n]=6[n+1] (13.25)
Primetimo da je sistem jedini¢nog prednjacenja nekauzalan.
Akumulator ili sabirac

Rad akumulatora ili sabiraca je sadrzan u sledecoj vezi izmedu ulaznog signala x[n] 1

njegovog izlaza y[n]:

y[n]=> x[k] (13.26)

k=—c0

Ukoliko umesto signala x[k] upotrebimo diskretni impuls, odziv sistema postaje impulsni odziv:

n[n)=Y [k]=uln] (13.27)

k=—0

dakle, jedini¢na odskoc¢na funkcija.



