Glava 4

Sistemi linearnih jednacina

4.1 GAuUssov metod eliminacije

Pretpostavimo da je potrebno resiti sistem:

a1y + ...+ ap,xr, = bl
(41) a1, + ...+ a9y, = bg

Odnosno AX = B, gde je

air ... Qin T bl
A ao1 ... Q9pn ’ P ) ’ B b2
Ap1 - Qpn Tp bn

Mnozeé¢i prvu jednacinu sa —%, —%, cee —‘fﬁ i dodavanjem re-

dom ostalim jednacinama dobijamo ekvivalentan sistem:

agll)xl + aglg)xg +...+ a&)xn = bgl)
a%)mg +...+ agi)xn = béz)
a:%)xg +...+ agi)xn = ng)

a,9%2 + ...+ alBx, = b
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pri cemu je a%) = a4, j = 1,...,n. Nastavljanjem postupka, polazni

sistem svodimo na:

1), (W,

agll)xl + a(l)xg +aj3x3+ ...+ a;, T,
2) (2) (2)

2)
A9y To + Qgg T3 + ... + Ay, Ty, = b(

adrs+ ... +alz, = b(3

Ako je matrica A regularna (det A # 0), tada su svi al(-f) # 0,
(i=1,...,n), te je resenje prethodnog sistema dato sa:

o ( R
Tn =~ Tj=—= (b” Z a]kxk L i=1,...,n—1
a am

k=j+1

Mana izlozenog GAUSSovog metoda eliminacije je sto za izuzetno
male a§1),a§22), . 5{” dolazi do deljenja malim brojem, te su greske
koje nastaju veoma velike. Zbog toga, imamo modifikaciju navedene

metode, ali sada sa izborom glavnog elementa — Pivota.

4.2 GAUSssov metod eliminacije sa izborom
glavnog elementa - Pivota

Postupak se sastoji u slede¢em:
Pre transformacije polaznog sistema, trazimo max{|a;;|, 7,7 = 1,...,n}.
Neka je to element a;,;,, dakle u i,-toj vrsti i j,-toj koloni. Taj

. . « . . [e 7%
element nazivamo Pivotom. MnoZenjem i,-te vrste sa ——=", gde
pIp

i € {1,2,...,n}\{j,} 1 dodavanjem ostalim vrstama elementi u j,
koloni u transformisanom sistemu postaju 0.

U novodobijenom sistemu od n — 1 jednacine sa n — 1 nepoznatom,
bez nepoznate x;, ponavljamo postupak. Postupak se ponavlja sve dok
ne ostane jednacina u kojoj se pojavljuje samo jedna promenljiva.
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4.3 LU dekompozicija

Ideja LU dekompozicije je da se u sistemu AX = B, matrica A
predstavi kao proizvod dve matrice oblika:

111 0 0 te 0 1 d12 d13 e dln
po | 0 O e

pri cemu dobijamo da se polazni sistem svodi na (LU)X = B, odnosno
L(UX) = B, pri cemu oznacavajuéi Y = UX, polazni sistem svodimo
na dva trougaona sistema:

UX =Y, LY =B
pri c¢emu prvo odredujemo kolona matricu Y, a zatim kolona matricu

X. Izvedimo takozvani CrRoOUTov (Krautov) algoritam za LU dekom-
poziciju. Izjednacavanjem:

ain a2 - Qin
Q21 Q22 -+ QA2 B
Gp1 Ap2 *°°  Qpp
Iy 0 0 -~ 0 1 dip diz -+ diy
loy lps O --- 0 0 1 dyg -+ doy
lnl ln2 ln3 e lnn 0 0 0 e 1
dobijamo sistem jednacina:
I korak: ly1 = ajy, loy = asy, ...,y = an; (Mnozenjem vrsta matrice
L sa I kolonom matrice U).
II korak: d;» = %2, diz = %”,...,dln = % (mnozenjem I vrste
matrice L sa kolonom matrice U)
ITI korak: Iy = a9y — lo1dia, - - ., lna = Gpa — l1di2 (Mnozenjem vrsta
matrice L sa II kolonom matrice U).
Dakle,

J—1 i—1
1
lij = aij — Z ligdyj, dij = o (% - Z likdkj)
k=1 k=1

0
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pri ¢emu su sume 0 ako je gornja granica manja od donje.
Napomena: Kako je A = LU sledi

det A=detL-detU =det L =111l
1

4.4 Iterativne metode resavanja sistema
linearnih jednacina
Sistem oblika AX = B mozemo napisati u obliku:

1 =bpry+- + b, + 1
Lo = 621$1 + - +anl’n + Co

Odnosno
(4.2) X=BX+C

u matriécnom obliku.

4.5 JACOBYev metod

Polazeé¢i od jednakosti (4.2) mozemo formirati iterativni proces na
slede¢i nacin:

e 20
L(®) O
(4.3) X(k+1)=B-X(k)+C, X(k)=|"7> |, X0 =] "2
xglk) x%o)

gde je X (k) k-ta iteracija, pri ¢emu se X (0) uzima proizvoljno.

Naravno postavlja se pitanje konvergencije ovako formiranog iter-
ativnog procesa.
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Definicija 1. Norma matrice A je realan broj, u oznaci ||A||, sa
osobinama:

M) [[A =0, [[Al=0&A=0

(2) la- Al = lal - [[A]l, (e € C,A€R)

(3) lA+ Bl < [[All + Bl

(4) [|A- Bl < [[All - [|1Bl = (&) [|A™] < [lA["
(5) fas;| < [I[A]]

(6) fai| < bis| = | Al < |IBll

Postoji nekoliko osnovnih normi definisanih nad matricama.

|All1 = uax Z |a;j| Sabiramo po vrstama i uzimamo maks.
<j<

n

|All2 = max Z |a;j| Sabiramo po kolonama i uzimamo maks.
1SN
=

1/2
[Alls = <Z |%‘|2)
Z?J

Teorema 1. Dovoljni uslovi konvergencije iterativnog procesa.

Ako je u iterativnom procesu (4.3), bilo koja norma matrice B
manja od 1, tada iterativni proces konvergira ka resenju sistema (4.2),

koje glasi X = (I — B)™'- C.
Dokaz. Kako je
X(1) =BX(0) +

C
X(2) =BX(1)4+C  odnosno X(2) = B2X(0) + BC +C
X(k+1) ;Bx(k) +C

Konaé¢no:
X(k+1)=I+B+---+ B"C+ B*X(0)

Kako je

(I+B+---4+B"(I-B)=I-B*' = (I-B*)(I-B)™! = I+ B+---+B".
Dakle

(4.4) X(k+1)= (- BY(I - B)™'C + B*'X(0)



6 GLAVA 4. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

Kako je ||B|| < 1 = Jim IB||F =0 = Jim BF1 = 0. Pustajuéi da
— 0 —0Q0
k — oo u (4.4) dobijamo da je
X =(I-B)"'C,
§to znaci da iterativni proces konvergira ka reSenju sistema.

Teorema 2. Potrebni i dovoljni uslovi kovergencije iterativnog procesa.

Iterativni proces definisan sa (4.3) konvergira ka resenju akko se
sve sopstvene vrednosti matrice B po apsolutnoj strogo manje od 1.

4.6 GAUSS-SIEDELoOV metod

Postavlja se pitanje da li se proces konvergencije moze ubrzati. To
se moze uciniti tako sto se u okviru jednog kruga iteracije koriste vec
dobijeni podaci iz prethodnog reda istog ciklusa. Naime, ako matricu
B napisemo kao zbir dve matrice:

0 0 0 - 0] [obu bz big -+ bi
bpy 0 O - 0 0 by bag -+ by
B=|bs b2 0 -+ 0|4 0O 0 bz - bsn | =B+B,
L bnl bn2 bn3 0 i L 0 0 0 e bnn i

tada iterativni postupak mozemo formirati pomocu:
(4.5) X(k+1)=BX(k+1)+ BX(k)+C,
koji brze konvergira od prethodnog, JACOBYjevog, iterativnhog pos-

tupka.

Uslovi konvergencije GAUSS-SIEDELovog i JACOBYjevog iteraci-
onog postupka su ekvivalentni (dokazati za Domadi zadatak) samo je
matrica ¢ije A-vrednosti treba da budu < 1 u ovom slucaju drugacija,
tj. det(AB; + By — AI) = 0, odnosno A su reSenja jednacine:

bll — A b12 e bln
Abor by — A e oy

/\bnl bn2 Tt bnn - A
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Objasnjenje: Iz iteracionog postupka (4.5) sledi da je:
(I—By) - X(k+1)=DBy - X(k)+C,
odnosno:
X(k+1)=(I—By) " (By- X(k)+C),

te je u ovom slucaju iteraciona matrica, koja odgovara iterativnom
postupk (4.2), matrica (I — B;)"!Bs, i njene sopstvene vrednosti treba
da budu po apsolutnoj vrednosti < 1, odnosno, sva resenja sledece
jednacine treba da po apsolutnoj vrednosti budu manja od 1:

1

——
det ((I — BBy — /\I> — 0o det(I — Bl det <B2 Yy - Bl)> —0

& det <32 NI - Bl)> —0



