Glava 5

Resavanje nelinearnih
jednacina

Osnovni problem je resavanje jednacine f(x) = 0.

5.1 Lokalizacija resenja jednacine

Stav 1. Ako f € Cla,b] i ako je f(a)- f(b) < 0 onda na intervalu (a, b)

jednacina f(z) = 0 ima bar jedno resenje.

Stav 2. Ako f € Cla,b], f(a) - f(b) <01 ako je f monotona funkcija,

onda na intervalu (a,b) jedna¢ina f(x) = 0 ima tacno jedno resenje.

Teorema 1. Ako je z* € [a,b] tacno resenje jednacine f(x) = 0,

a T njeno priblizno resenje i 0 < my < rn[ir})] |f'(z)| < oo, tada vazi
z€|a,

< @)

procena: |z* — T < =

Dokaz. Ako na odsecku (z*,Z) (ili (Z,2*)) primenimo LAGRANGE-ovu
teoremu o srednjoj vrednosti imamo da je:

f@) = f@) =f(OFE-2") = € (@)

ili
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odnosno, kako je f(z*) =0, dobijamo da je:

. @] @)
S VTG TR
U praksi se uzima da je m; = min} |f'(z)].

z€la,b
Napomena: Ovo je teorema o proceni greske, pribliznim izracu-
navanjem resenja jednacine.

5.2 Metoda polovljenja segmenata

Neka za jednacinu f(z) = 0, vazi da je f(a) - f(b) < 0. Podelimo
odsecak [a, b] na dva odsecka [a, “52] i [“E2 b]. Ako je f(“E2) =0, tada

12
je x* = “T*b resenje jednacine. U suprotnom ¢e vaziti da je

fwrf(“;b)<oxf(a+b)aHM<o.

2

Odaberimo one dve vrednosti granica jednog od intervala, na kojima
je proizvod negativan i ozna¢imo taj interval sa [aq,b;]. Nastavljajuéi
postupak, dobijamo niz intervala

-+ [ag, by] C [ar, 1] C [a,b]

pri cemu svaki od njih sadrzi tacno resenje x*.
(I) Kako su
Apt1 = Gp > G
bn+1 S bn <b
nizovi koji ¢ine granice intervala monotoni i ograniceni te su i konver-
gentni.

Nije tesko uociti da je b, — a, < b;—na, odakle sledi da je

lim (b, — a,) =0= lim b, = lim a, =7
Kako je
lim f(an) f(bn) = f3(2) <0

n—oo
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(zbog f(an) - f(bn) < 0)= f(Z) = 0. Dakle, tacka kojoj konvergiraju
je resenje polazne jednacine. Znaci, mozemo za priblizno resenje uzeti
u svakoj iteraciji da je T, = %tba.

(IT) Procena greske: Ako je jednacinu potrebno resiti sa ta¢noséu
€ postupamo na sledec¢i nacin:

Kako i ta¢no resenja z* i priblizno 7, pripadaju intervalu [a,, b,],
tada je :

1 b—
2" =Tl < S(bu—an) < 5oy

=gt 5O

odakle se izracunava n, tj. broj iteracija potrebnih za tacnost ¢.

5.3 NEWTON-RAPHSONova metoda
Metoda tangente
Ako je potrebno resiti jednacinu f(x) = 0, uzmimo za pocetnu
vrednost reSenja tacku xg. U tacki (zo, f(x¢)) postavimo tangentu,
¢ija jednacina glasi:
t:y(x) — f(xo) = f'(w0)(z — 20).

Ako je x; priblizno reSenje, takvo
da je y(z1) = 0, iz gornje jednacine
f(=o)

dobijamo da je: x1 = zo — o) L y=y(x)
Nastavkom postupka dobijamo ite-
racioni postupak: fx)
f(zn)
5.1 Tyl = Ty — Jox)
( ) TL+1 n f/((L'n)

x* x, X, X,

Pocetna vrednost o € {a,b} i to

ona za koju je f(xzo)f"(x) > 0.
Postavlja se pitanje konvergencije ovog postupka i ta¢nosti dobi-

jenog resenja.

Teorema 2. Neka f € C(D), gde je D neki (otvoren) interval,

|f"(x)] < My, 0 < my < |f'(z)] za « € D, tada niz definisan sa
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(5.1) konvergira ka resenju z* jednacine f(x) = 0 i pritom vazi ocena
. M.
|z, — 2" < 2—ﬂjl|xn — T %

Dokaz. Na osnovu Tejlorove formule, u okolini tacke z,_1, imamo da
jer
f(wn) = f(xn—l + (xn - xn—l))
1
= f(@n-1) + f(@n1)(@n — 1) + §f”(f)($n - CCnfl)Q,

pri cemu § € (Tp—1,Tp).

Po definiciji postupka, iz (5.1) sledi da je podvuéeni deo jednak 0, te je:
1
Flan) = 5 (€ n — w01
tJ,
1 2
f(xn) < §M2|$n - fEn—l‘

Zbog Teoreme 1 imamo da je:

o] < L)
n ml 9
odakle dobijamo da je
1M
|z, — 2*] < 2|2y — 2o >

2mq
Ako sa tacnoséu € treba naci reSenje, uporedjivanje dva susedna koraka
iteracije vrse se prema vezi:
1 Mg 2£m1

2m—1\xn —2,_1|* <&, odnosno |z, — z,_1| < 0

5.3.1 Modifikacija NEwWTONove metode
Zbog izracunavanja, f’(x,) se moze zameniti sa f'(zg), te metoda
glasi:

Jedna od modifikacija NEWTONove metode jeste i

— Usporava proces konvergencije.
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5.3.2 Metoda secice

Kako je f'(z,) ~ %, zamenom u NEWTONov metod do-
bijamo metod secice:

- Flan) B (#n — Tn-1)f (@n)
Tntl =T = e fen) I T I T Y Fan)
In—Tn—-1

pri cemu za unapred zadanu gresku e, imamo da je:
mae

— Ty < ———
|xn T, 1| = Ml—ml

Odakle naziv metoda secice:

Vidimo da secica kroz tacke (z,,—1, f(xn—1)) i (zn, f(2,)) ima oblik:

f(xn> - f(xnfl)

y(ZL’) - f(xn> = Ty — Toq (:E - xn)
Ako je y(x) = 0 za neko x dobi-
jamo da je: z
Tnp1 = Tn — (-Tn - xnfl)f(xn)

f(xn) = f(zn-1)

Za pocetnu tacku zg, intera-
cionog procesa najces¢e uzimamo a
ili b, i to postoje dva slucaja: a

(I) Ako za z € [a,b] vazi da je AR
f'(x)- f"(z) > 0, tada je xg = a, a
metod se moze modifikovati:

Y (CTURrS
f(b) = f(an)
jer se tacno resenje nalazi krec¢uci se ka b.

(IT) Ako je za x € [a, b] ispunjeno f'(z) - f”(x) < 0, tada je xy = b,

a metod glasi:
iy = Tp — f(@n)(a — )
fla) = flan)
jer se naredna iteracija krece se ka a. Metoda secice sporije konvergira
od metode NEWTONa!
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5.3.3 Kombinovana metoda (NEwWTONa i secice)
I slucaj: Za f'(z) - f"(x) >0

f@)@n—20) _ _ f(7)

LT T G ) T T @)

=n

II slucag: Za f'(x) - f"(xz) <0

Pri ¢emu je u oba slucaja xg = a, To = b. Tacnost se postize kada je

I - . . Tn+Tn
|Tn, — 7a| < 2¢, a za reSenje se uzima: r* = =5




