1. REKURZIVNE FUNKCIJE

1. Ispitati da li su rekurzivne sledeée aritmeticke funkcije:
fl(l’,y):x‘i‘y, fZ(xay):x'ya fé(x,y):xy

Resenje. Funkcija fi(x,y) = x + y dobija se primitivnom rekurzijom na osnovu sledeéeg
niza:

Uy (z), S(x), U3(z,y,2), filz,y) =Rec(U;, S o Uy).

Zaista, vazi:

Ul(z) == Yy =0,
S(Us(z,y =1, filz,y — 1)) = flz,y = 1) +1 = y#0.
Funkcija fo(z,y) = = - y dobija se primitivnom rekurzijom na osnovu sledeceg niza:

N(z), Ui(z,y,2), Ui(z,y,2), filz,y) =2 +y, fo(z,y) = Rec(N, f1(U},US)).

fl(xvy) = {

Zaista, vazi:
N(z)=0 : y=0,
fQ(ZE,y) = 3 3
fl(Ul(x>y_1af1(xvy_]-))aU3($7y_17fl(xay_l))):x+f2(xvy_1) : y7£0
Funkcija f3(z,y) = x¥ dobija se primitivnom rekurzijom na osnovu sledeceg niza:
So N(.T), Uf)(xvya Z)v Ug’(xuyVZ)? fg(ﬂf,y) =Ty, f3(x7y) = ReC(SO N7 fZ(Uf)v Ug)))
Zaista, vazi:
SoN(z)=1 : y=0,
f3($7y) =

f2(U§(x7y_17f1(x?y_1))vUg’(xvy_lafl(x?y_l))):x : f3(1',y—1) : y#o

2. a) Neka je data aritmeticka funkcija:

T—Yy I T,

filz,y) = 2=y =
0 : xz<uy.
Dokazati da za prirodne brojeve x, y i z vazi jednakost: z=(y + 2) = (z=y)==2.

b) Dokazati rekurzivnost sledec¢ih aritmetickih funkcija:

(@) filz,y) =z-y,

(1) folz,y) = [z —yl,
(4ii) f3(z,y) = min{z,y},
(iv)  fa(z,y) = max{z,y}



Resenje. a) Relaciju:

(%) a=(y +2) = (z=y)=z,
za prirodne brojeve x, y i z, dokazujemo razlikovanjem slucajeva. Moguéi su slucajevi:

1°%. £ < y Tada relacija (%) svodi se na jednakost:
0=0,
jer je ispunjen uslov z < y i odatle je ispunjeni dodatni uslov z < y + z.
20, & > y Razlikujemo dva podslucaja:
(a) * — y > z Tada relacija (x) se svodi na tacnu jednakost:
r—(y+z)=(@-y -z

jer su ispunjeni usloviz > y+zizx —y > 2.

(B) * — y < z Tada relacija (x) se svodi na ta¢nu jednakost:
0=0,

jer su ispunjeni uslovi z <y + 21 (0 <)z —y < z.

b) Polazimo od c¢injenice da se aritmeticka funkcija fo(x) = z=1, za « > 1, podudara
sa aritmetickom funkcijom prethodnik prirodnog broja koja je rekurzivna. Uocimo da za

aritmeticku funkciju fi(z,y) = z=y vazi:

fi(z,0)=Ul(z) =2 1 fi(z,y) =2=((y—1)+1) (j)(l’*(y —1)=1= fo(fi(x,y —1)).

Odatle sleduje zakljucak da je f; rekurzivna funkcija. Rekurzivnost ostalih funkcija sleduje

na osnovu veza.
folz,y) = |z —y| = (z=y) + (y=2),

fs(z,y) = min{z,y} = z=(z=y),
filz,y) = max{z,y} =z + (y=x).

3. Polazedi od cinjenice da su aritmeticke funkcije: fi(z,y) =  + vy, fo(z,y) = x -y,

fs(z,y) = 2¥ i fy(x,y) = x=y rekurzivne, dokazati rekurzivnost sledec¢ih funkcija:
a) f(z) =sgn(z).
b) g(y) = [vV/5 - y].

Resenje. a) Dokazimo da je sgn (x) rekurzivna funkcija. Zaista, vazi:

()_{ 0 : 2=0
T v s(N@)sen (r—1)) ¢ x>0

Tada posmatrana funkcija je rekurzivna jer vazi: sgn(z) = f4(S(N(z)),sgn (z)).
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b) Oznacimo w = [v/5-y]. Tada je w < vV5-y < w41, tj. w? < 5-y* < (w+1)%. Samim
tim navedena (totalna) funkcija se dobija preko mikrorekurzije na nacin koji sleduje:

w=[V/5y] =g ((wH1)? > 59%) =g ( fa(w+1)25) £0 ) =g (fo fa (10 +1)%59%) =0 ),

-~ -~

(wh1)2=5y2>0 ng((W1)2+5y2):0

za fiksiranu vrednost polaznog argumenta y € N. Pokazimo, dodatno, da se argumenti
mikrorekurzije mogu dobiti primenom rekurzivnih funkcija. Sa jedne strane, za argumente
5=SO(N(y)), 2 =S@(N(y))iy*= fs3(y,2) dobijamo rezultat 5y> = fa(5,y?). Slicno,
sa druge strane za argumente w+1 = S(w) i 2 = S@ (N (w)) dobijamo rezultat (w+1)% =
fs(w + 1,2). Napomenimo da se, u prethodnom razmatranju, umesto unarne funkcije
neposredni sledebenik S mogla ravnopravno koristiti i binarna funkcija sabiranja f;.

4. Azbuka TURINGove masSine sadrzi simbole 0, 1 i prazno slovo b. Prirodni brojevi se
predstavljaju svojim binarnim zapisom. Konstruisati program za ovu masinu koji utvrdu-
je da li je zadan prirodni broj deljiv sa 8.

ResSenje. Program TURINGove masSine je dat tablicom:

0 1 b
90 | (90,0,+1) | (0,1,+1) | (q1,b,—1)
q1 (QQ,O,—l) (q_,1,+1) (q_,b,—l—l)
q2 (Q3707_1> (q*717+1) (q*7b7+1)
qs (Q+7O7+1) (q,,l,—l—l) (q,,b,—l—l)




