5. TEORIJA MREZA

1. Ispitati dali je ureden par (N, |), gde je N skup prirodnih brojeva, a | relacija deljivosti
mreza. Ako je D ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} nacrtati HASSEov dijagram strukture (D, |).

Resenje. (N,|) je parcijalno ureden skup, jer je n|n, njm A mjn = m = n,
mln A nlp = mlp (tj. | je relacija parcijalnog uredenja). Supremum za {m,n} je
najmanji zajednicki sadrzalac, a infimum najveéi zajednicki delilac, te je (IV,|) mreza.
HassEov dijagram strukture! (D, |) je dat slede¢om slikom.

2. Dokazati da u proizvoljnoj mrezi vazi (z; <y1) & (2 <y2) = (1 V x2) < (y1 V 32).
Ispitati da li je preslikavanje f,(z) = a V  monotono. Odrediti sliku intervala [a A b, a |.

Resenje. Neka u S-mrezi vazi x1 < y; 1 2 <1ys. Tada u A-mrezi vazi y; = x; Vyp i
Y2 = T2 VY. Saglasno aksiomama A-mreze sleduje y; Vys = (21 Vo)V (y1 Vyz). Navedeno
je dovoljno da zaklju¢imo da je u S-mrezi tacna posledica (x; V x2) < (y1 V y2). Prema
prethodnoj implikaciji iz a < aix < y sleduje f,(z) =aVz <aVy= f,(y). Samim tim
je dokazano da je funkcija f, monotona. Dalje, vazi:

re€faNbal<=aNb<zr<a=a=aV(aNb) < fo(x)=aVzr<aVa=a.
Samim tim f([a A b,a]) = {a}. 1

3. Ispitati distributivnost i modularnost sledeée mreze: a c

Resenje. Mreza nije distributivna, jer vazi:
aV(bANc)=aV0=a#1=1AN1=(aVb)A(aVc).

Sa druge strane iz grafa posmatrane mreze mozemo formirati CAYLEovu tablicu:

<|{0 a b ¢ 1
o T T T T T
a T T
b T T
c T T
1 T

Istruktura (D, |) nije mreza



pri cemu su u prethodnoj tablici popunjena su samo pozicije sa vrednoséu T. Posmatra-
jmo zakon modularnosti:

r<z = (xVy)ANz=zV(yAz),

samo u slucaju kad je pretpostavka implikacije tacna. Na taj nacin dovoljno je redom
ispitati slucajeve:
i) z=1,
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(
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(1ii) x=z=a,
(
(

i) x=0,
1

i) x=z=b,
v) z=z=c

U svakom od navedenih slucajeva (i) — (v) i posledica implikacije (zVy) Az = xV (yAz) je
takode tacna (proveriti). Samim tim, posmatrana mreza je nedistributivna i modularna.

4. Dokazati da je svaka distributivna mreza ujedno i modularna. Da li vazi i obrnuto?

Resenje. Predpostavimo da je mreza (X, V, A) distributivna; tj. da vazi zakon:
aV(bAc)=(aVDb)A(aVc),

za svako a,b,c € X. Dalje izdvojimo a,c € X za koje je ispunjena predpostavka modu-
larnosti:
a<c.

Dokazujemo da vazi: a < c=aV (bAc) = (aVb) A c. Zaista, prethodna predpostavka
je ekvivaletna sa uslovom:

(%) aVce=c.
Sad dokazujemo da iz () sleduje zaklju¢ak modularnosti:

a\/(b/\c):(a\/b)/\(a\/c)(f)(a\/b)/\c.

Obrnuto nije ta¢no kao sto je pokazano na primeru mreze iz prethodnog zadatka.

9. Neka u mrezi (X, V,A\) vazi:
() (VY ANyVa)AN(zVe)=(xAy)V(yAz)V(zAz).
Dokazati da je tada mreza modularna.

Resenje. Neka vazi jednakost (x). Dokazimo zakon modularnosti:
r<z=zxzV(yAz)=(xVy)A:=.

Neka je z < 2z, tada vazi z Az =z 1 2 V 2 = 2. Samim tim na osnovu komutativnosti i
apsortivnosti sleduje trazeni zaklucak:

(x) = (@VyYAyVa)Az=@WwWAz)V(ztAy) Ve
=z =z

<~ (zVyANz=(yAz)Vu.



