2 Numericko diferenciranje

1. Funkcija f(x) je zadata tabelom:

T -2 0 2 4 6 8
f(x) | 2.1272 | 1.5167 | 1.7044 | 3.3285 | 5.0229 | 7.2814

Koristeéi konacne razlike, zakljuéno sa tre¢im redom, odrediti tacku x* minimuma funkcije
f(z) i odrediti vrednost minimuma f(x*).
Resenje: Najpre popunimo tablicu konac¢nim razlikamas:

x Y Ay A%y A3y
—2 | 2.1272
—0.6085
0 | 1.5187 0.7942
0.1857 0.6442
2 | 1.7044 1.4384
1.6241 —1.3681
4 | 3.3285 0.0703
1.6944 0.4938
6 | 5.0229 0.5641
2.2585
8 | 7.2814

Prema vrednostima za y, = f(xy) vidimo da funkcija dostize minimalnu vrednost u intervalu
[—2, 2], tj. u okolini tacke 0. Posto je Af po apsolitnoj vrednosti u intervalu [0, 2] manje nego
u intervalu [—2, 0] verovatnije je da se minimum nalazi u intervalu [0, 2]. Zato ¢emo formirati
I Njutnov interpolacioni polinom uzimajuéi tacku 0 za pocetnu:

A2 A3
Ni(@) = yo + Agou + =5 u(u - 1) + =1

u(u —1)(u —2)
Neophodan uslov da funkcija ima minimum u tacki = jeste da vrednost prvog izvoda u toj

tacki bude 0. Prvi izvod I Njutnovog interpolacionog polinoma je:

A2?/0
2!

A3y0
3!

Ni(z) = 1 Ayo + (3u? — 6u + 2) (1)

. (2u—1)+

Dovoljno je da izjednac¢imo izraz u zagradi sa 0 i zamenimo poznate vrednosti iz tablice:

1.4384 —1.3681
0.1857 + — (2u—1)+T(3u2—6u+2) = 0 (2)
—0.6840u* 4 2.8065u — 0.9895 = 0 (3)

Formiramo iterativni proces iz (3) po lineranom ¢lanu:

0.9805 , 06840 ,
2.8065 '« 2.8065 "
Uniy = 0.3526 4 0.2437u2 (4)

Un+41

Pocetna vrednost u iterativnom postupku je ug = 0. Iz (4) dobijamo niz iteracija:



up = 0.3526
uy = 0.3829
ug = 0.3883
ug = 0.3893
us = 0.3895
ug = 0.3896
uy; = 0.3896

Dobili smo u = u7 = 0.3896. Sada je u = *5* = %‘0, posto je pocetna tacka od koje smo
formirali Njutnov interpolacioni polinom zy = 0. Dakle, funkcija f(z) dostize minimalnu

vrednost u tacki x =2-u+0=2-0.3896 + 0, ¢j.
x* = 0.7792.

Odredimo minimum funkcije f(z). Funkcija je zadata tabelom, pa ¢emo koristiti I Njutnov
interpolacioni polinom:

0.7942 0.6442
Ni(z) = 2.1272 — 0.6085u + — —u(u — 1) + ~—,

u(u —1)(u — 2)

gde je u = I*;xo = 0'779227(72) = 1.3896. Sada je:

f(z*) = Ny(z*) = 1.4611

O
2. Neka je funkcija f(x) € C3[a, b] ¢ije su poznate vrednosti u ekvidistantnim évorovima
a=z9<z1<...<THp =020
Dokazati da je
h\ _Afe 7§
f <$k + 2) Y h?, § € (Tk, Thy1)- (5)
Resenje: Uvedimo smenu:
_ h
T =K+ 5
Odavde je direktno:
h
mk:T—§ .’L'k+1:f+§.

Primenjujemo Tejlorov razvoj funkcije u okolini tacke T do treceg stepena.

f = 1 (z- ) =@ - LEOELTE (B SE (1Y g e

/(= e 2 " 3
faw) = f(v+y) =@+ D5+ 52 (5) + 552 (5) . ecmadm
Oduzmimo (7) — (6) i, posle skrac¢ivanja i deljenja sa h, dobija se:
_ h2
f(l'k+1)h f(l'k:) _ f’(f) + Zg (f”/(fl) +f”/(§2)) (8)



Posto funkcija f(z) ima neprekidan treéi izvod, to postoji tacka & € [z, xr41] takva da je:

f (61);f (62) :f///<§)

Konacno je

h?, € € (zg, Tht1)-

h>:Aﬂm)_ﬂ%)

/ —
/ <x’“ 3 h 24

O

Napomena 1.: U prethodnom zadatku Tejlorov red razvijamo do treéeg reda posto se
¢lanovi drugog reda skracuju.

Napomena 2.: Posmatrajmo formule (?7) i (5). Prvi sabirak u obe formule predstavlja
aproksimaciju f’(xg), tj. f'(zr + h/2), a drugi sabirak gresku formule diferenciranja (greska
metode). Primetimo da je prvi izvod u obe tacke, xy i zx + h/2, aproksimiran istim izrazom,
ali su greske pribliznih vrednosti koje se dobijaju tim aproksimacijama razlicite.

3. Neka se vrednosti funkcije f(z) mogu izraziti sa tatnoséu € i neka je max |f"™(x)| = M,.
Naéi optimalan korak h za numericko diferenciranje po formuli:

A
) o+ )~ S

b) f//(xk) ~ AQ;{S_l _ f($k+1)_2f}(l§k)+f($k—1)

Resenje: a) Greska metode je:

h?Ms
Ry =
M T
a greska racuna
2e
r=—
h
pa je ukupna greska:
h2Ms  2¢
R(h) = 2 + T
Trazimo h koje ¢e da minimizuje gresku R(h), tj.
hMg 2¢e
/ h — /=
F(h) 12 h?

Sada je optimalan korak za numericko diferenciranje ovom formulom
24¢
h= ¢ —.
Ms
-2 _
F(ax) ~ f(@g41) f}(;ﬁk) + f(r-1) ()

Podimo od desne strane predlozene formule:

f(@pp1) = 2f (ox) + fop—1)

b) Najpre dokazimo formulu

= [+ h) — 20 (o) + Flag — b)) =

h? T h2
/ " " v
/ " " v
—2f(zx) + f(zp) — f (Sk)h—i_ f ;v’!ﬂk)hz o f ;;’Uk)hs + f 4(!52)h4]

3



Ovde smo iskoristili razvoj funkcije u Tejlorov red u okolini tacke xj do ¢etvrtog reda.

Honen) 2270 3 1) _ oy 4 2 prv g

Pritom, & € (zp—1,2), &2 € (g, Tp41). Ako funkcija f(z) ima neprekidan ¢etvrti izvod na
intervalu [zp_1, k1], tada postoji tacka & € (xg_1,Tk+1) takva da vazi:

V&) + (&) _ FIV

; (©).
Ovim smo dokazali predlozenu formulu sa greskom metode:
h? M,y
=3
i greskom racuna
4e
r = ﬁ
Ukupna greska je
h2M4 4e
R(h) = —.
=" *»
Trazimo korak A koji minimizuje gresku:
hM4 8¢
R'(h) = — — —.
(h) 12 h3

Optimalan korak za numericko diferenciranje po formuli (9) je

18

h = )
My

O

4. Neka se vrednosti funkcije mogu odrediti sa tacnos¢u € i neka je M;,, = max, ¢[q |f)(z)).
Naéi optimalan korak za numericko diferenciranje po formuli

F'@) = 55 (3 (on) + 4 @) — S,

pri ¢emu su ¢vorovi ekvidistantni.

Resenje: Koristimo razvoj funkcije u Tejlorov red u okolini tacke z. Cvorovi su ekvidis-
tantni, tj. xx+1 = 2k + h, Tpr2 = xp + 2h. Podimo od desne strane predlozene formule.

% [—3f(zk) +4f(xre1) — f(Tao)] =

g |30+ 4 (fGow + Fn o Hgede o by -

21 3!
f! ()
1!

- <f($1c) +

f" () " ()
(2h) + 2!’“ (2h)* + i (2h)3)] —

% [Qf/(l‘k)h _ zf///($k)h3:| — f/(l‘k:) _ éf”/(l'k)h2



Dakle, dokazali smo formulu:

=3f(z) + 4f (xp1) — f(@h12)] (10)

Fan) = o |

sa greskom metode Ry = % i greskom ra¢una r = S—Z. Trazimo optimalan korak h koji
minimizuje ukupnu gresku R(h) = Ry + r, tj.

2 4e

Odavde je optimalan korak h

O

5. Funkcija f(z) tabelirana je korakom h > 0 u ekvidistantnim ¢évorovima xg, 1, X2, T3, 4.
Dokazati aproksimacije:

a) f'(wo) = w5 [—25f0 +48f1 — 36f2 + 16f3 — 3f4]
b) f'(z1) = 137 [=3fo — 10f1 + 18f5 — 6f3 + f4]
) f'(z2) = 135 [fo — 8f1 + 8f3 — fi

gde je fi = f(xk).

Resenje: Koristimo I Njutnov interpolacioni polinom:

T |y Af A*f A% f Atf
zo | fo
fi—fo
T | f1 Jfa—2fi+ fo
fo—f1 f3=3f2+3f1— fo
z2 | f2 fs—2f2+ f1 Jo—4fs+6f2—4f1+ fo
fs—f2 fa—=3f3+3f2—f1
x3 | f3 Jo—2f3+ f2
fa—f3
T4 | fa

I Njutnov interpolacioni polinom je oblika:
1 1
Ni(@) = fo+ (fr=folut 5 (fo—2f1 + fo)(u? —u) + g (fs—3f2+3f1— fo)(u® = 3u® + 2u)+

+%(f4 —Afs 4+ 6fs — Af) + fo)(ut — 6u® + 11u? — 6u)

T

pri cemu je u = *5*0. Nama treba aproksimacija prvog izvoda funkcije f(z), pa koristimo

izvod I Njutnovog interpolacionog polinoma:

Ni(z) = % fr—fo+ %(fz —2f1+ fo)(2u—1) + é(fg —3fa 431 — fo)(3u® — 6u +2)+

+ 2*14(f4 —4f3 +6f2 — 4f1 + fo)(du® — 18u* + 22u — 6)



a) Trazimo procenu vrednosti f'(zp), pa zamenimo u gornju jednac¢inu x = zy. U tom slucaju
je u =5 =0, pa za u = 0, posle sredivanja poslednjeg izraza, dobijamo trazeni izraz pod
a).

b) Slicno kao pod a), samo je sada = = 1, a u = 5 = 1, posto su ¢vorovi ekvidistantni,
tj. x1 — xo = h.

c) Sada je z = x9, a u = 2. O



