2. KOMPLEKSNOST ALGORITAMA

1. Odrediti kompleksnost problema da li u zadanom grafu sa n ¢vorova postoji potpun
podgraf sa k ¢vorova.

Resenje. Jedan algoritam za reSavanje ovog problema se sastoji u tome sto se ispituju
sistematski svi podgrafovi sa k ¢vorova i Sto se proverava da li je neki od njih potpun.

Za polazni graf sa n ¢vorova potrebno je ispitati svih skupova od po k ¢vorova. Za
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2. U zavisnosti od prirodnog broja n, uzimajuéi operacije sabiranja i mnozenja za ele-
mantarne korake, proceniti kompleksnost izra¢unavanja vrednosti polinoma:

F(CE7 y) = Z Z ak:,m—k xk’ym—k
m=0 k=0

u datoj tacki (xo,y0) € R*\{(0,0)}. Koeficijenti polinoma a; j, za 0<i+j<n, su poznati
realni brojevi i postoji bar jedno a; ; # 0 za i+j=n.

Resenje. 1z zbira:

F(z,y) = Z a; 'y = Z Z pm—t Y™,

0<i+j<n m=0 k=0
izdvojimo sabirke:
(I)m(xa y) = Z Qkm—k xkym_ka
k=0
koji predstavljaju sumu monoma multistepena m (m = 0,1,...,n). U sabirku ®,,(z,y)

se koristi najvise m sabiranja i najvise (m + 1) - m mnozenja, tj. sveukupno b,, = m? +
2m elementarnih operacija. Odatle, za ra¢unanje vrednosti polinoma F'(x,y) se koristi
najvise:

n

n

n(n+1)2n+1 1 3 13
me+n:Z(m2+2m)+n: ( I )+n(n+1)+n:n3+2n2—|—n
m=0

6 3 6

m=0

elementarnih operacija. Sveukupno, kompleksnost problema je reda O(n?).



3. Neka su dati skupovi polinoma: P, = {P(z,y,2) = Z @Y1 | @y € R
0< r<m
i postoji bar jedno a,,, # 0 za p+q—|—7“:m} (meN). <p+g+r<

a) Za g € P, u zavisnosti od prirodnog broja m, izracunati kompleksnost racunanja
g(z,y,2) u tacki (o, yo, 20) € R*\{(0,0,0)}.

b) Neka g € P,, i neka je formirana vektorska funkcija f= (f1, fo, f3) za fi, fo, f3 € P
U zavisnosti od prirodnog broja m, odrediti kompleksnost racunanja vrednosti diferenci-
jalnih operacija prvog reda:

9> 09~ Ogr

(2) gradg(x,y,z)—a— + 3y’ +3,5
D ot Flen oy (05 08\, (05 0%\ (08 05\ :
(22) rotf(%yaz)<8y 8z>l+<8z 8x>‘7+(8x 8y)k’
- _0fi  Ofy  Ofs
) i o) = 9+ 2 28

u tacki (zo, Yo, 20) € R*\{0}.

Resenje. a) Polinomska funkcija:
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ima pod znakom sume najvise k;=1+2+3 4+ ...+ (i +1)= (i + 1)(i + 2)/2 sabiraka
za i1€40,1,...,m}. Pri tom u svakom sabirku ima najvise i mnozenja. Samim tim pod
znakom sume se vrsi najvise k; - ¢ mnozenja (+) i k; — 1 sabiranja (+4), odnosno koristi se
najvise ik; + k; — 1 = (i + 1)k; — 1 elementarnih operacija za i €{0,1,...,m}. Sveukupno,
maksimalan broj elementarnih operacija je dat sumom:

((i+1)k;i—1) = i((i—i—l)%—l)
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Odatle zaklju¢ujemo da je kompleksnost racunja vrednosti funkcije g u tacki reda O(m*).

b) Kako su za f € P,, parcijalni izvodi: or 8f of polinomi stepena m — 1, to je
ox’ 8y oz

kompleksnost racunja vrednosti parcijalnih izvoda polinomne funkcije u tacki takode reda
O(m*). Na osnovu prethodnog kompleksnost racunja vrednosti diferencijalni operacija

grad g(x,y, z), rot f(x,y, z) idiv f(x,y, 2) je istog reda O(m?).



4. Neka je data trodijagonalna determinanta:

a; Co 0 o .- 0 0
b1 o9 C3 o --- 0 0
R
0O 0 0 0 -+ ap_q cp
0O 0 0 0 -+ by1 ap

pri cemu a;, b;, ¢, #0 (1<i<n, 1<j<n,1<k<n). Odrediti kompleksnost algoritma za
racunanje trodijagonalne determinante ukoliko se vrsi:

a) svodenje determinante na trougaoni oblik;

b) potpun razvoj determinante® koristeé¢i datu formulu: D,, = a,, - Dypy—1 — Cnbp—1 - Do

(Dl = daq, DQ = alag—bng).

Resenje. a) Prema GAussovom algoritmu polazna determinanta se transformise u de-
terminantu:

a; Co 0 o .- 0 0
0 ay ¢ 0 --- 0 0
0 0 a3 ¢4 -~ 0 0
(*) Dn: . .3 .4 )
0 0 0 0 -+ a,,; ¢,
o0 0 0 --- 0 ua,

vrseéi u n—1 koraka po 2 delenja i 1 sabiranje. Samim tim iz (*) dobijamo konaéni
rezultat D,, = ajayas . . . a, san—1 mnozenja. Sveukupno, maksimalan broj elementarnih
operacija iznosi (n —1)-(2+1) + (n—1) = 4n — 4. Kompleksnost algoritma je reda O(n).

b) Razvojem determinante D,, po poslednjoj koloni dobija se navedena rekuretna relacija:
Dn = Qp * Dn—l - Cnbn—l : Dn—27

za n > 3. Ozna¢imo sa F'(n) broj nenula sabiraka koji se dobijaju rac¢unanjem dete-
rminante D,, po definiciji. Odredimo prva ¢etri ¢lana niza F(n). Zan=1je Dy =a; i
F(1)=1. Zan=2 je Dy= ajas—bicy i F'(2)=2. Za n=3 je Dy=ajasa3—a1bycz—asbics i
F(3)=3. Zan=4je Dy = ayD3—c4b3Ds = a4(arasa3—a1bycg—asbica) —cabs(aras—byca) i
F(4)=3+2=5. Dokazimo matematickom indukcijom da je F'(n) = F),, gde je F,, n-ti clan
FIBONACCIjevog niza. Neka je F'(n—1)=F,,_1 i F(n)=F,, tada induktivni korak se dobija
iz D1 =0p11Dp—Cny1b,Dy_1, pa je zaista F'(n+1) = F(n)+F(n—1)=F,+F,_1=F,4;. Na
osnovu prethodnog za rac¢unanje determinante D,, potrebno je F,,—1 sabiranja i (n—1)F,
mnozenja. Sveukupno, koristi se F,, —1 + (n—1)F,, = nF,, —1 elemetarnih operacija.
Resavaju¢i FIBONNACIjevu diferecnu jednacinu nalazimo eksplicitan oblik:

== (5 -(5)
1+5
2

Kompleksnost algoritma je reda O(nC"), gde je C' =

koji predstavlja LAPLACEov razvoj determinante
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