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V GLAVA

1.ReSavanje nelinearnih jednacdina.

- Osnovni problem je resavanje jednagine f(x)=0.

2.Lokalizacija reSenja jednacine

Stav 1.Ako f e[a,b]iako je f(a)-f(b)<0ondanaintervalu (a,b)jednaginaima bar
jedno resenje.

Stav 2.Ako f €[a,b], f(a)- f (b)<0iako je f monotona funkcija, onda ona na(a,b) ima
ta¢no jedno resenje.

Teorema 1:Ako je X" €[a,b] tatno redenje jednatine f (x)=0,a X njeno priblizno

(%)

m,

reSenjei 0<m, < nEirg]
Xela,

f (x)‘ <o ,tada vaZi procena: ‘x* —7‘ <

Dokaz:Ako na odsegku (x",X) [ili (x.x° )J primenimo Lagrange-ovu teoremu o srednjoj
vrednosti imamo da je:
f(x)-f (x) f '(5)(7—x*) — §e(x*,i)
ili, f(x*)—f(i)=f'(§)(x*—7) - §e(Y,X )
odnosno kako je f(x")=0,dobijamo da je:
A @] )
X" -X _%fl(cf)%s m

***|J praksi se uzima da je m, = min]‘f ()] e

Xe[a,b

*

Napomena:Ovo je teorema o proceni greske, pribliznim izra¢unavanjem resenja
jednacine.

3.Metoda polovljenja segmenata

Neka za jednaginu f (x)=0, vazidaje f(a)- f(b)<0.Podelimo odsetak [a,b] na dva
odsecka [a,aTer}i [aTer,b} Ako je f [a%bjzo,tadaje X" :aTer reSenje jednacine.

U suprotnom ¢ée vaziti da je f(a)- f (a_;rbj <0v f (aTerj f (b) <0.Odaberimo one dve

vrednosti granica jednog od intervala, na kojima je proizvod negativan i ozna¢imo taj
interval sa [ai,bl] .Nastavljajuéi postupak,dobijamo niz intervala

.[a,b,]<[a.b]<[a,b]
pri éemu svaki od njuh sadrZzi taéno reSenje x".
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() - Kako je
a,,>a, >a
b,,<b, <b
Njegove granice intervala su monotone i ogranic¢ene i dakle vazi da su konvergentni.

Nije tesko uociti da jeb, —a, < ?,odakle sledi da je

lim(b,—a,)=0=lim f =lima, =X

Kako je lim f (a,)(b,)= f?(X)<0 (zbog f(a,)- f (b,)<0)= f(X)=0

Dakle,tacka kojoj konvergiraju je reSenje polazne jednacine.Znaci,mozemo za priblizno

reSenje uzeti u svakoj iteraciji da je X, = &, erb” .

(1) - Procena greske: Ako je jedna¢inu potrebno resiti sa ta¢noséu ¢ :

- Kako i ta¢no resenjex” i pribliznoX, pripadaju intervalu [an,bn] tada je:
b-a

2n+1

* —

X" =X, < ¢ |,0dakle se izraéunava n,tj. broj iteracija potrebnih za

1
<=(b - <
2(” an)

tacnoste.

4.Newton-Raphson-ova metoda.Metoda tangente

- Ako je potrebno rediti jednaginu f (x)=0,uzmimo za pogetnu vrednost resenja tatku

X, .U tacku (XO, f (xo)) postavimo tangentu,¢ija jednaéina glasi:

try(x)= (%)= "T"(%)(x=%)

- Ako je x, priblizno reSenje,takvo da je iy =p@)
y(xl) =0, iz gornje jednacine dobijamo da
. f (%) S0
je: =Xy ————%
=% f'(%) fixcl)
- Nastavljanjem postupka dobijamo "';
Iteracioni postupak: X2 xI x0
f . .
M % =x - ( X, ) Pocetna vrednost x, € {a,b} i to
(%) ona za koju je f(x,) f"(x0)>0

- Postavlja se pitanje konvergencije ovog postupka i ta¢nosti dobijenog resenja.
Teorema 2: f eC(D), D neki (otvoren) interval, | f "(x)|<M,,0<m, <|f'(x) zaxeD,
tada niz definisan sa (1) konvergira ka reSenju x* jednacine f (x) =0 i pritom vazi

A _ M, 2
ocena |x, — 32—|xn X,
m
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Dokaz: Na osnovu Tajlorove formule, u okolini tacke x, ,, imamo da je:

f (Xn): f (Xn—1+(xn _Xn—l))z f (Xn—1)+ f I(Xn—l)(xn _Xn—l) +% f ..(5)()(” _Xn—1)21pri ¢emu

Ee(X X,
- Po definiciji postupka, iz (1) sledi da je zaokruzeni deo jednak 0, te je:

1. - - .
f(Xn)=§f (98)(Xn_xn—1)2’t.l' Sta uzeti za X, :

Uzimamo aili b,

2
| ali ono za koje je

f(xn)S%M2|xn—xn )

- Zbog teoreme 1 imamo da je: f '(x ) f "(x )>0
‘ ’ ‘f(xn) i Mz 2 :
x, — x| <=1 teje X, = X

ml ml

- Ako sa taénos¢u € treba naci resenje, uporedivanje dva susedna koraka iteracija vrsi se

. 1M 2 2em
prema vezi: = —2|x, — x| <& ,0dnosno ||x, —x, | < :
2 m M,

- Modifikacija Newton-ove metode:

- Zbog izratunavanja, f'(x,)se moze zameniti sa f'(x,),te metoda glasi:

vy =X —M — Usporava proces konvergencije.
(%)

Jedna od modifikacija Newton-ove metode jeste i

- Metoda secice:

. f(x )—f(x .. .
Kako je f'(x,)= ()= F (%) ,zamenom u Newton-ov metod dobijamo metod segice:
X —X -

n n-1
Xn+l:Xn_ f(xn) = Xn+1:Xn ( Xn l)f(xn)
f(xn)_f(xn—l) (Xn) f(xn—l)
Xy =Xy
pri ¢emu za unapred zadanu greSku &, imamo da je:
|Xn _Xn—1| < My
Ml_ml

Odakle naziv metoda secice:
- Vidimo da setica kroz tagke (x, . f (x,,))

i (x,, f(x,)) ima oblik: ,

/]
f(x)—f(x.)
—f = -
V(0= (%)= = ()
Dobijamo: ( x za koje je y(x) = 0)
X :X_(Xn_xn—l)f(xn) a4 x* b,
e 00T () e

(n+1) iteracija
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- Za pocetnu tacku x, , iteracionog procesa najéeSée uzimamo a ili b, i to ostoje dva
slucaja:

() Akoza xe[a,b] vazidaje f'(x)-f"(x)>0 tadaje x, =a,a metod se moze
modifikovati:

Fx)(b=x)

©f(b)-f(x)

f

X =X —
f(x
(1) Ako je za x €[a,b]ispunjeno f'(x)-

n+.

jer se tacho reSenje
nalazi krecuci ka b

'(x) <0 tada je x, =b,ametod glasi:

. f(x,)(a=x,) {naredna iteracija }

=X —
" f(a)-f(x,) |krecesekaa
- Metoda se€ice sporije konvergira od metode Newton-a !

- Kombinovana metoda:
(Newton-a i secice)

| sludaj: Za f'(x)-f"(x)>0

X

ST P T Fy T Py

Pri éemu je u oba sluc¢aja x, =a, x_0 =b . Tacnost se postize kada je <2¢,aza

X, — X,

reSenje se uzima: X" =




