4 Numericko diferenciranje

7. Funkcija f(x) je zadata tabelom:

T -2 0 2 4 6 8
f(x) | 2.1272 | 1.5167 | 1.7044 | 3.3285 | 5.0229 | 7.2814

Koristeéi konacne razlike, zakljuéno sa tre¢im redom, odrediti tacku x* minimuma funkcije
f(z) i odrediti vrednost minimuma f(x*).

Resenje: Najpre popunimo tablicu konac¢nim razlikamas:

x Y Ay A%y A3y
—2 ] 2.1272 | —0.6085 | 0.7942 | 0.6442
1.5187 | 0.1857 | 1.4384 | —1.3681
1.7044 | 1.6241 | 0.0703 | 0.4938
3.3285 | 1.6944 | 0.5641
5.0229 | 2.2585
7.2814

0 O NIO

Prema vrednostima za y;, = f(z)) vidimo da funkcija dostize minimalnu vrednost u intervalu
[—2,2], tj. u okolini tacke 0. Posto je Af po apsolitnoj vrednosti u intervalu [0, 2] manje nego
u intervalu [—2, 0] verovatnije je da se minimum nalazi u intervalu [0,2] (ali nije obavezno
tako.) Zato ¢emo formirati I Njutnov interpolacioni polinom uzimajuéi tacku 0 za pocetnu:

2 3

A A
Ni(z) = g1 + Ayru + 23/1u(u—1)+ 3;”1

u(u —1)(u — 2)

Neophodan uslov da funkcija ima minimum u tacki x jeste da vrednost prvog izvoda u toj
tacki bude 0. Prvi izvod I Njutnovog interpolacionog polinoma u ovom slucaju je:

2

1 Ay
Ni(z) = 7 Ayr + Tl

A?’Z/l

(2u—1)+ 3l

(3u? — 6u + 2) (1)

Dovoljno je da izjedna¢imo izraz u zagradi sa 0 i zamenimo poznate vrednosti iz tablice:

1.4384 —1.3681
(2u—1)+T(3u2—6u+2) =0 (2)

—0.6840u? + 2.8065u — 0.9895 = 0 (3)

0.1857 +

Formiramo iterativni proces iz (3) po lineranom ¢lanu:

0.9895  0.6840 ,

5.8065  2.8065 "™
Uni1 = 0.3526 + 0.2437u2 (4)

Un+1

Pocetna vrednost u iterativnom postupku je ug = 0. Iz (4) dobijamo niz iteracija:



UOZO

up = 0.3526
uy = 0.3829
ug = 0.3883
ug = 0.3893
us = 0.3895
ug = 0.3896
uy = 0.3896

Dobili smo u = u7 = 0.3896. Sada je u = *5* = wT_O, posto je pocetna tacka od koje smo
formirali Njutnov interpolacioni polinom z; = 0. Dakle, funkcija f(z) dostize minimalnu

vrednost u tacki . =2-u+0=2-0.3896 + 0, tj.
x" = 0.7792.

Odredimo minimum funkcije f(z). Funkcija je zadata tabelom, pa ¢emo koristiti I Njutnov
interpolacioni polinom sa poc¢etnom tackom xzg.

0.7942 0.6442
Ni(z) =2.1272 — 0.6085u + 51 u(u—1) + 3l u(u —1)(u—2)

gde je u = 7m0 = 0122022 _ 4 3896. Sada je:

f(z®) =~ Ny(2*) = 1.4611

4.1 Izvodenje formula za numericko diferenciranje

Greska numerickog diferenciranja R je zbir dve greske, greska metode Rjs i greska rac¢una r,
koja nastaje kao posledica zaokruzivanja.

R =Ry +. (5)
Greska rac¢una r jeste maksimalna greska sa kojom je zadata vrednost funkcije f.
8. Neka je funkcija f(z) € C?[a,b] ¢ije su poznate vrednosti u ekvidistantnim évorovima
a=xp <1 <...<xp=">

Dokazati da je

fla) = 20 T e . )

Resenje: Koristimo Tejlorov razvoj funkcije u okolini tacke zy.

Flann) = S+ 1) = 1) + L0 ey ) ¢

1"(€)
2!

(21 — 1)



Odavde direktno sledi
f@rer = flag) + f(zr)h + fl;(g)hZ)
f@rn) = flaw) "6,

/ _
Afe  f"(6)
/
= — - h
f(xy) . 5
O
9. Neka je funkcija f(z) € C3[a,b] ¢ije su poznate vrednosti u ekvidistantnim é¢vorovima
a=xp<x1<...<xTp=2>
Dokazati da je
h Afi 7€),
/ A
f <33k + 2> h or 1§ € (T Tht)- (7)
Resenje: Uvedimo smenu:
_ h
Odavde je direktno:
o .k
Tp =T = 3 Tp41 =T+ 5.

Primenjujemo Tejlorov razvoj funkcije u okolini tacke T do treéeg stepena.
h "Z) h " (= h 2 " h 3

fa) = 1(z-5)=r@- L5 R (5) -5 (5) @ et

h "Z) h " (= h 2 " h 3

fawn) = f(v+y) =@+ D5+ 52 (5) + 552 (5) . ecmam

Oduzmimo (9) — (8) i, posle skraé¢ivanja i deljenja sa h, dobija se:

_ h2
f(xk:-i-l)h f(xk) _ f/(f) + ZS (f/,/(gl) +f/”(€2)) (10)
Posto funkcija f(z) ima neprekidan treéi izvod, to postoji tacka & € [zy, xr11] takva da je:
f (El);‘f (62) _ fm(f)
Konacno je
A "

O

Napomena 1.: U prethodnom zadatku Tejlorov red razvijamo do treéeg reda posSto se
¢lanovi drugog reda skracuju.

Napomena 2.: Posmatrajmo formule (6) i (7). Prvi sabirak u obe formule predstavlja
aproksimaciju f’(zx), tj. f'(zx + h/2), a drugi sabirak gresku formule diferenciranja (greska
metode). Primetimo da je prvi izvod u obe tacke, xj, i xy + h/2, aproksimiran istim izrazom,
ali su greske pribliznih vrednosti koje se dobijaju tim aproksimacijama razlicite.

Napomena 3. Za korak h kazemo da je optimalan korak interpolacije (ili maksimalan korak
interpolacije) ako funkcija ukupne greske R(h) ima minimum u h.

10. Neka se vrednosti funkcije f(z) mogu izraziti sa tacnoséu € i neka je max | f( (z)| = M,,.
Nadi optimalan korak h za numericko diferenciranje po formuli:



) f'(an) = A

b) f’(l’k + %) ~ %

) f"(xx) ~ AQ}J;CA _ f(xk+l)*2f}(;k)+f(xk—l)

Resenje: a) U zadatku 2. smo dokazali formulu (6). (Pogledati Napomenu 2. iza Zadatka
9.) Dakle, ova aproksimacija vazi. Nadimo optimalan korak h. Greska metode je (sledi iz
Zadatka 9., pogledati Napomenu 2. iza zadatka 9!)

h h
=|—f"E=| < My - —.
Ry ‘ f(&)Q'_ 2 5
Greska racuna je (sledi iz toga Sto su vrednosti funkcije date sa tacnoséu e, a iz Zadatka 7.
o f! ~ Afk _ f@rg1)—f(zk)

r = 2£
T h
Dakle, ukupna greska je
h 2
R(h) =Ry +7 =M= +=
2 h
Trazimo h koje ¢e da minimizuje gresku R(h), tj.
M2 2¢e
/ h e
R'(h) 5 2 0

b) Slicno kao pod a), a kao posledica Zadatka 9. i formule (7), imamo da je greska metode:

h%Ms
R pu—
M7 T
a greska racuna
2e
r=—
h
pa je ukupna greska:
hQMg 2¢e
h) = —.
R(h) 24 h

Trazimo h koje ¢e da minimizuje gresku R(h), tj.

hMg 2¢e

Sada je optimalan korak za numericko diferenciranje ovom formulom

24¢

h= ¢/ =—/.
M3

c) Najpre dokazimo formulu

f//(xk) ~ f(xk—f—l) - 2f}5§k) + f(xk—l) (11)




Podimo od desne strane predlozene formule:

f@ee) —2f (@) + flag—) 1 [f(zg + h) — 2f(zx) + flxr — h)] =

h? T2
(¢ "y e ) v
= %[f(ﬂﬂk) + ! g!k)h—i— / é!k)hz + / ?()! k)h‘3 + ! 4(!51)h4 _
! " m v
—2f(zp) + f(xg) — f (19!5k)h+ f ;Ck)hQ _ f ?()!ﬂﬁk)hs 4 / 4(!52)h4]

Ovde smo iskoristili razvoj funkcije u Tejlorov red u okolini tacke xj do ¢etvrtog reda.

f(@ri1) = 2f (xp) + fog-1)
h?

R/ h2 1A%
= (i) + 7547 (©)

Pritom, & € (xg_1,7k), &2 € (g, xgr1). Ako funkeija f(z) ima neprekidan ¢etvrti izvod na
intervalu [zp_1,zE11], tada postoji tacka £ € (xg_1,xk41) takva da vazi:

V&) + (&) _ FIV
2

(&)-

Ovim smo dokazali predlozenu formulu sa greskom metode:

h? M,
Bar =15
i greskom racuna
_ de
T2
Ukupna greska je
h*My  4e
R(h)=—+ —.
(h) 12 + h?
Trazimo korak A koji minimizuje gresku:
hM4 8¢
, —_———— o —
R'(h) = 12 3

Optimalan korak za numericko diferenciranje po formuli (11) je
ho T
My’

Napomena 4. Greska formule za numericko diferenciranje se smanjuje sa smanjenjem koraka
interpolacije h. U tom sluc¢aju su aproksimaciju izvoda ta¢nije, posto su ¢vorovi koje koristimo
pri aproksimaciji blizi. S druge strane, vrednosti f(z), f(z+h), f(x£2h) itd. postaju bliske za
male vrednosti koraka h, pa dolazi do skra¢ivanja tih vrednosti u formulama za diferenciranje.
U tom slucaju se povecava uticaj racunske greske, pa ukupna greska raste. Zato je potrebno
odrediti otimalan korak interpolacije h koji ¢e obezbediti minimalnu gresku.

O

11. Neka se vrednosti funkcije mogu odrediti sa tacnoscu € i neka je M, = m[a>l<)} | £ ()]
xE|a,

Naéi optimalan korak za numericko diferenciranje po formuli

=3f(k) + 4f (xrt1) — f(Th12)] s

fa) =5 |



pri cemu su ¢vorovi ekvidistantni.

Resenje: Koristimo razvoj funkcije u Tejlorov red u okolini tacke xy. Cvorovi su ekvidis-
tantni, tj. xx11 = +h, Txaro = x + 2h. Podimo od desne strane predlozene formule.

: [=3f(zr) +4f(wpr1) — fTry2)] =

2h
21h [ 3f(wr) +4 <f( k) + f/(f;k)h - fﬁ;”f’“)hz - f//;)(f) h3> _
- <f(xk) + f/(lfk) (Qh) f//é' )(2h) f”;f) (2h)3):|
~ o {Qf (i) - ;f”’@h‘”’] = ) - 3 fON

gde je & € [z, Txto] neka tacka. Dakle, dokazali smo formulu:

1
f'(xr) ~ oy [73F (@) + 4f (@hr1) = f(zrt2)] (12)
sa greskom metode Ry = hQéW?’ i greskom ra¢una r = S—Z. Trazimo optimalan korak h koji

minimizuje ukupnu gresku R(h) = Ry + 7, tj.
R(h) = 2hMs — 2 — ¢
T3 R
Odavde je optimalan korak h

O

12. Funkcija f(z) tabelirana je korakom h > 0 u ekvidistantnim ¢vorovima xg, 1, T2, T3, 4.
Dokazati aproksimacije:

a) f(wo) = 137 [~25f0 +48f1 — 36f2 + 16f3 — 3f4]
b) f'(z1) = 17 [=3fo — 10f1 + 18f5 — 6.f3 + f4]
) f'(x2) = 15 [fo — 8f1 +8f3 — fi]

gde je fp = f(ap).

Resenje: Koristimo I Njutnov interpolacioni polinom:

T |y Af Af A f Atf

zo | fo | Si—Jfo| fo—2fit+fo| f3—3fa+3f1—Jo| fa—4fs+6fa—4f1+ fo
| filfo—fi|s—2f+fi]| fa—3fz+3f2— N
2o | fo | fa—fo| fa—2f3+ f2
x3 | f3 | fa—f3

x4 | fa

I Njutnov interpolacioni polinom je oblika:

Ni(z) = fo+ (f1— fo)u+ (f2—2f1+f0)(u —u)+ %(f3—3f2+3f1—fo)(u3—3u2+2u)+



+%(f4 —Af3+6fo —4f1 + fo)(ut — 6ud + 11u* — 6u)

pri cemu je u = *5*0. Nama treba aproksimacija prvog izvoda funkcije f(z), pa koristimo

izvod I Njutnovog interpolacionog polinoma:

Ni(z) = % fi=fo+ %(fz —2fi+ fo)(2u—1) + é(fg —3fa 431 — fo)(3u® — 6u +2)+

+ 2*2(]% —Afs 4+ 6fy — Af1 + fo)(4u® — 18u? + 22u — 6)

a) Trazimo procenu vrednosti f(xg), pa zamenimo u gornju jednacinu z = zy. U tom slucaju
je u =5 =0, pa za u = 0, posle sredivanja poslednjeg izraza, dobijamo trazeni izraz pod
a).

b) Sli¢no kao pod a), samo je sada x = 1, a u = 5% = 1, posto su ¢vorovi ekvidistantni,
tj. 1 — Ty = h.

c) Sada je = x2, a u = 2. O



