3 Numericka integracija

Opste trapezno pravilo kad imamo n + 1 ekvidistantnih évorova, (zg, z1, ..., %),
a=x9<x1<...<xp =>b, je dato formulom:

b
h
/ fla)de = S (fo+2(fi+ .o+ famr) + fa) + R (1)
gde je fr = f(zr), 1 R greska trapeznog pravila koja je oblika:
Myh?
Ry = (b—a) 122 : (2)
Opste Simpsonovo pravilo kad imamo 2n+1 ekvidistantnih ¢vorova, (g, 1, . . ., T2y ),

a=x9<x1 <...<x2, =Db, je dato formulom:

b
/ f(z)dr = g(fo +4(fi+ fs+ .o+ fon1) F2(fo+ fat+ oot fon2) + fon) T R (3)

gde je fr = f(zr), 1 R greska Simpsonovog pravila koja je oblika:

Myht
180 ° (4)

Ry = (b—a)

Ovde je My = max,e[qp) | f®)(x)]. Za koridéenje Simpsonove formule potreban je neparan
broj ¢vorova.
Ukupna greska koja nastaje prilikom odredivanja integrala kvadraturnim formulama tipa
(1) i (3) nastaje pod uticajem greske metode, Ry, i greske racuna, r, koja je posledica
zaokruzivanja:

R=Rpy+r (5)

Greska racuna, kada se racuna sa k decimala, iznosi
Lok
T:(b—a)§10 (6)

pri ¢emu deo %10_"3 je posledica nacina zaokruzivanja.
Rungeova ocena greske se koristi za procenu greske metode i ima sledeéi oblik:

R(F) = |1(5) - () = ) = 0 @

pri ¢emu je I(f) tacna vrednost integrala, Io;(f) priblizna vrednost dobijena sa korakom
2h, i I (f) priblizna vrednost dobijena sa prepolovljenim korakom h. Pri tom, za trapeznu
formulu (1) & = 2, a za Simpsonovu formulu (3) & = 4. Podelu usitnjavamo sve dok greska
R(f) nije manja od unapred zadate greske metode Ryy.

1. Koristeéi Simpsonovu formulu izracunati integral

1
/ cos(z?)dx
0

sa tacnoséu R = 0.5- 1074,
Resenje: Ukupna greska R je zbir greske metode Rjs i greske racuna 7, tj.

R=Ry+r



Posto radimo sa 5 decimala, to je greska racuna, prema (6), r = (1 — O)% -107?, dozvoljena
greska u postavci zadatka je R = 0.5 - 1074, pa je prema tome, dozvoljena greska metode:

Ry=R—-7r=05-1004-05-10"°=45-10" (8)

Ovo je dozvoljena greska pri aproksimaciji vrednosti integrala Simpsonovom formulom.

Za procenu greske metode koristi¢emo Rungeovu ocenu greske (7). Interval po kome
integralimo funkciju f(z) = cos(z?) je [0,1], posto koristimo Simpsonovu formulu potreban
nam je neparan broj ¢vorova podele ovog intervala. Zato je pogodan korak po kome vrsimo
podelu intervala h = 0.1, u tom sluc¢aju imamo 11 ¢vorova. Formiramo tabelu na slededi
nacin:

T | Yo, Yon | Yor—1(¥4) | yor(x2)

zo | f(zo)
a1 f(z1)
L2 f(z2)
3 f(xs3)
L4 f(z4)
x5 f(xs)
Te f(xe6)
x7 f(x7)
T8 f(zs)
Tg f(z9)

$1O f($10)
S 4 B c

Ovde je f(x) = cos(z?) podintegralna funkcija, a brojevi 4, B i C predstavljaju sume brojeva
u odgovarajucoj koloni, tj. A je suma vrednosti podintegralne funkcije u prvom i poslednjem
¢voru, B je suma vrednosti u neparnim ¢vorovima, i C' je suma vrednosti u parnim ¢vorovima
izuzev prvog i poslednjeg. Na ovaj nacin dobijamo pregledno vrednosti koje u formuli (3)
mnozimo sa odgovarajué¢im faktorom (koji smo zapisali u zaglavlju tabele u zagradamal) i
sabiramo.

Za vrednosti koje dobijamo pri reSavanju ovog zadatka, pri koraku h = 0.1, tabela ée izgledati
na sledeéi nacin:

T | Yo, Y2n | Yar—1(x4) | yor(x2)
0 1
0.1 0.99950
0.2 0.99920
0.3 0.99595
0.4 0.98723
0.5 0.96891
0.6 0.93590
0.7 0.88233
0.8 0.80210
0.9 0.68950
1.0 | 0.54030
> | 1.54030 | 4.53664 | 3.72443

Sada je aproksimacija integrala po Simpsonovoj formuli (3) po koraku h = 0.1:

0.1
Ip1 = ?[1.54030 + 4 % 4.53664 + 2 * 3.72443]



Ipq = 0.90452 (9)

Da bismo iskoristili Rungeovu ocenu greske (7), prepolovi¢éemo korak podele intervala po kom
vrsimo integraciju h = 0.05. Sada imamo novu podelu, sa 21 ¢vorom, pri ¢emu su svi ¢vorovi
prethodne podele sa korakom h = 0.1, osim prvog i poslednjeg, sada parni ¢vorovi u novoj
podeli sa korakom A = 0.05. Ne¢emo pisati celu tabelu za novu podelu, ve¢ samo vrednosti
podintegralne funkcije u novim ¢évorovima, koji su sada neparni, i mnozi se sa faktorom 4 u
Simpsonovoj formuli (3).

T | Yor—1(x4)
0.05 | 1.0000
0.15 | 0.99995
0.25 | 0.99805
0.35 | 0.99251
0.45 | 0.97957
0.55 | 0.95460
0.65 | 0.91207
0.75 | 0.84592
0.85 | 0.75015
0.95 | 0.61965

S~ [ 9.05247

Sada je aproksimacija integrala po Simpsonovoj formuli (3) po koraku h = 0.05:

0.05
Inos = —5 (154030 + 4 % 9.05247 + 2 * (4.53664 + 3.72443)]

Io.05 = 0.90454 (10)

Sada je Rungeova ocena greske:

~ |Ho.0s — Lo.1|  ]0.90454 — 0.90452|

=13-10%<45.107°
24 1 15 <

R(f)

gde je 4.5 - 1075 dozvoljena greska metode.
Dakle, postignuta je trazena tacnost. Vrednost integrala aproksimiramo vredno$éu Iy g5 koja
ima vecéu tacnost.

I= 10.05 = 0.90454.

2. Izracunati integral

/ U odx
0 1 + A
Simpsonovom kvadraturnom formulom sa greskom manjom od 10™4, koristeéi egzaktnu ocenu
greske.

Resenje: Ukupna greska koja je dozvoljena u postavci zadatka R = 1074, a greska racuna,
posto radimo na cetiri decimale je, prema (6), r = (1 —0)1/2-107% = 0.5-10~*.
Sada je maksimalna dozvoljena greska metode, a prema (5),

Ry=10"*-05-100*=05-10"% (11)



Iskoristimo egzaktnu ocenu greske Simpsonove formule (4), kako bismo nasli korak podele
intervala integracije h koji nam obezbeduje da greska metode bude u granicama dozvoljenog.

Myht

Far = (b= a) =5

M, = max 11V (2)]

f@) = V) =

24
(1+2)°

24
(14 )5

Sada imamo My, i to mozemo da ubacimo u (4), tada je, zbog (11),

M, = max =24

0.1]

24 180
=—pt<05-100" = pt<—.107%4

Fv = 159 48

Dobijamo da je korak koji nam obezbeduje dozvoljenu gresku metode
h <0.139.

Uzmimo za korak h podele intervala po kome vrsimo integraciju h = 0.1. Ovaj korak nam
obezbeduje neparan broj ¢vorova — 11. Formiramo tablicu sli¢no kao u predhodnom zadatku:

T | Yo, y2n | Yor—1(x4) | yor(*2)
0 1
0.1 0.9091
0.2 0.8333
0.3 0.7692
0.4 0.7143
0.5 0.6667
0.6 0.6250
0.7 0.5882
0.8 0.5556
0.9 0.5263
1.0 | 0.5000
Z 1.5000 3.4595 2.7282

Iz ovako formirane tabele moémo lako da formiramo Simpsonovu formulu po koraku 0.1:
0.1
Ip1 = ?[1.5000 + 4 % 3.4595 + 2 % 2.7282]
Priblizna vrednost integrala je izralnata sa trazenom tacnoSéu, poSto smo na taj nacin

odabrali korak h.
I~ Iy; =0.6931.



3.1 Izvodenje formula za numericku integraciju

Formule oblika

b n
/ fla)de ~ ) Aif(x;) (12)
a i=0

se nazivaju kvadraturne formule. Koeficijente A; odredujemo tako da formula bude tacna

za polinome §to viseg stepena. Zamenom funkcije f(x) redom sa 1,z,22,...,2" dobijamo
koeficijente Ag, A1, ..., A,. Greska formule integracije je tada
b
Mn+1
R(f) < - — o (x— d 13
(< [ orila =@ o) .. @~ 2,)lds (1)
Ako se pokaze da je formula (12) tacna i za 2!, ..., 2" a ne vazi za 2"t tada je

greska reda n + k + 1 i oblika je:

b
R(f) g/a m_lill)!|(x—xo)k+l(x—xl)...(x—xn)|dx (14)

3. Izvesti formulu za numericku integraciju oblika

h 2h
| f@a = a50)+ B + RO (15)

tako da bude tacna za polinome §to veéeg stepena i proceniti gresku integracije R(f).

Resenje: Formula (15) treba da bude ta¢na za polinome §to viseg stepena. Odredimo
koeficijente A i B tako da formula bude ta¢na za f(z) =11 f(x) = z. (Treba da odredimo 2
nepoznate, pa nam trebaju dve jednac¢ine.) Kako formula (15) treba da je ta¢na za f(z) =1
greska integracije R(f) ¢e biti 0 u tom sluc¢aju. Slicno kada umesto f(x) u formuli (15)
stavimo x. Sada je:

flx)y=1: A+B=h
flz)==: E—%B =~ |p=3
T 2 3 T4

Posto je formula (15) ta¢na za 1 i x bice taéna i za sve polinome prvog stepena, zbog lin-
earnosti polinoma (Svaki polinom prvog stepena mozemo da dobijemo kao linearnu kombi-
naciju ove dve funkcije.) Dakle, dobili smo da je formula za numericku integraciju oblika

3h , 2h

4 h
| f@rte = 310+ D + RU) (16)

i tacna je za polinome nultog i prvog stepena (tada je R(f) = 0.) Proverimo kog je reda

greska integracije R(f). Prvo proveravamo da li formula (16) vazi i za polinome drugog
stepena (dovoljno je proveriti za x2.) Za f(x) = z? leva strana formule (16) je

h 3
/ ridr) = h—,
0 3

5



dok je desna strana:

h 3h [ 2h 3

2
4.02+4<3> +R(h):%+R(f)

Uporedujué levu i desnu stranu formule (16) za funkciju 22, mozemo da zaklju¢imo da je
R(f) =0, pa je formula ta¢na i za polinome drugog stepena.

Izvr$imo sada proveru formule (16) za f(x) = x3. Sada je leva strana jednaka:
h 4
. h
/ idr) = —,
0 4

3h (20\°
P— 3 — — R
1 0+4<3> + R(f) 9 + R(f)
Iz ove dve relacije se vidi, da bi formula (16) bila ta¢na, mora biti R(f) # 0. Dakle, greska
integracije je treéeg reda (tacna je za polinome do drugog stepena.) Prema (14) greska je
oblika:

a desna:

h _ 2nt

h 4
R(f) < /0 M) e~ 02 — 2y = 230

3! 3 216

4. Odrediti koeficijente A, B, C tako da kvadraturna formula

2h
/0 22 f(x)dx = Af(w0) + BAJ (o) + CA2f (x0) + R(f) (17)

bude tacna za polinome §to viSeg stepena, a zatim proceniti gresku R(f).
Resenje: Razvijmo prvo konaé¢ne razlike:
Af(zo) = f(21) — f(zo)
A?f(xo) = f(x2) = 2f(x1) + f(x0)

Sada formula (17) postaje:

2h
/0 2’ f(x)dz = [A — B+ C]f(x0) + [B — 20]f(x1) + Cf(x2) + R({) (18)

Posto se radi o kona¢nim razlikama, prvi ¢vor g je u pocetnoj tacki intervala integracije, h
je korak podele intervala integracije, pa je x1 = h, x9 = 2h. Zato je:

2h
/ 22 f(x)dz = [A— B+ CJf(0) + [B — 2C)f(h) + Cf(2h) + R(f) (19)
0
Odredimo koeficijente A, B, C tako da formula bude tacna za polinome do drugog stepena.

Zamenimo u (19) f(z) redom sa 1,z,22. Na taj nacin smo iz (19) dobili tri jednacine sa tri
nepoznate:

=1: _87h3
f(x) A==
f(.’L‘):ZE B:4h3




f(z) =22 C:@

Sada formula za numericku integraciju ima oblik:
2h
/ 22 f(x)dz = B? {gf(o) +4AF(0) + gAQf(O)} + R(f)
0
_ o3| 2 8 6
= |- 20+ S a0+ S| + R (20)

Proverimo da li formula vazi i za polinome treceg reda: Za f(x) = 22 leva strana jednacine
(20) je:
64

Zp8
6 7
a desna strana: . 6 6
h? | oh® + Z8h%)| = —h°.
[5 + 5 ) 5
Dakle, formula ne vazi za polinome treéeg stepena, pa je greska tre¢eg reda i vazi:
2h 6
M. 4Msh
R < [ et~ 0 - h)(a — 2b)lde = 2
o 3! 45

U gornjoj formuli 2 potice od oblika formule integracije (17) i figurige i u proceni gregke. O]

3.2 Integracija nesvojstvenih integrala

/ " )

sa ténoséu €. Predstavimo ovaj integral u obliku:

/a " e = / Y e+ / ™ f)da (21)

M

Resavamo integral oblika

i odredimo broj M > a takav da je

o

i sa ovako odabranim M reSavamo integral
M
[ s
a

Ako imamo integral tipa [7°° f(z)dz tada mozemo da odeséemo delove fi‘g f(z)dx

. +o0

i fog,
g

]%2 f(z)dz sa tacnoséu 5.

< e (22)

1
2

sa tacnoSéu %s.

(z)dx sa tacnostu § pronalazenjem odgovarajucih My, Ma, i reSavamo integral

5. Sa ta¢noséu € = 107°, Simpsonovom metodom resiti integrala

2

I= / T (23)
1

2+ sinx

7



Resenje: Napisimo integral (23) u sledeé¢em obliku:
M —x? 0o —z2
I= / . +/ L. T (24)
1 2+4sinz M 2+sinz

Odredimo broj M > 1 tako da je:

o0 7272
/ Ldm <-e= L 107° (25)
M 2+sinx - 2

1
2

Kako je |2 +sinz| > 1, vazi

0o —x? 00
[Ea]<
M 2+sinx M

Dakle, trazimo M za koje ée biti zadovoljeno:

2
e

o0 2 1 2 0 1 2
— |dx < / ze Pdr < —=e7F = e M <
2+4+sinx 2

1
M v 2 2

e M <1075 = M > 3.3930702

Uzmimo da je Sada je drugi sabirak iz (24) izracunat sa greskom:

[e.9] xe*$2
|5

3.4 2 + sinx
Prvi sabirak iz (24) treba da izra¢unamo sa taénoséu 5.2 - 107, da bi ukupna tacénost bila
107?, posto je:

< %e—3-42 —48.1076

107°-48-109=10-10%-48-10%=5.2.1076.
Greska racuna r je
1
r=@34-1)3- 1076 =1.2-107°.

Zahtevana tacnost od Simpsonove metode je:
Ry=R-r=52-10°%-12-10°%=4.10"°

Zadatak resvamo primenjujué¢i Rungeovu ocenu greske, prvo poloveéi interval [1,3.4], sa ko-
rakom h = 1.2.

T Yo, Yon Yor—1(x4) | yor(x2)

1| 0.129468
2.2 0.006194
3.4 | 0.000019
> 1 0.129487 | 0.006194 0
a2
pri cemu je yx = f(wx), f(z) = 5155 podintegralna funkcija. Koristeci Simpsonovu formulu

3 imamo da je:
1.2
I = 3 (0.129487 + 4 - 0.006194 + 2 - 0) = 0.061705

Uzmimo polovinu koraka h = 0.6, sada je:

T | Yop—1(x4)
1.6 | 0.041235
2.8 1 0.000472
S~ 0.041707



0.6
Ips = ?(0.129487 +4-0.041707 + 2 - (0 4+ 0.006194)) = 0.061741

Rungeova ocena greske je, prema (7),
Ipg—1 .061741 — 0.061
R() = 0'2"4_ 112' _ 10.0617 15006 M50 94108 <4100

Dakle, postignuta je trazena tacnost, i priblizna vrednost integrala je

I~0.061741

6. Sa tacnoséu ¢ = 1072 izracunati integral

1 COS T

0o Vo

ResSenje: Ovo je nesvojstveni integral, posto je:

dx.

. Ccoszx
lim = 400

=0+ /T a
Uvedimo smenu z = t2, da = 2tdt, pa imamo:

1 1 2 1
t
O 4a :/ cos(#") - 2tdt = 2/ cos(t?)dt
0 VT 0 t 0

Ovo vise nije nesvojstveni integral. Sada resavamo integral

1
/ cos(t%)dt
0

npr. trapeznom formulom (1) sa tacnoséu e koristeéi egzaktnu formulu za ocenu greske (2).
Ukupna dozvoljena greska je R = 1072, a greska racuna je

1
r=(b—a)- 510*2 =0.5-1072
pa je dozvoljena greska metode
Ry=R-r=05-10"2
Egzaktna formula za ocenu greske (2) je
h—
Ry = == Myh? < 0.5- 107
Podintegralna funkcija f(t) je cos(t?) i njen drugi izvod je:
f"(t) = —2sin(t?) — 4t cos(t?)
Nama treba Mo, tj. maksimum apsolutne vrednosti drugog izvoda podintegralne funkcije f(t).

Medutim, nije neophodno da znamo ta¢nu vrednost u kojoj ova funkcija dostize maksimum,
dovoljno je da je ograni¢imo sa gornje strane, i da tu vrednost koristimo u oceni greske:

If"(t)] = | — 2sin(t?) — 4t cos(t?)| < 6
Sada je greska metode:
1
Ry < &5 6h* = 0.5h* < 0.5- 102

Dakle, korak h koji obezbeduje trazenu ta¢nost je h < 0.1 Odaberimo da je h = 0.1. Popunimo
tabelu koja ¢e pojednostaviti ra¢un trapeznom formulom (1):



tl Yo,Yn | Y2, Yno1(x2)

0 1
0.1 0.99995
0.2 0.99920
0.3 0.99595
0.4 0.98723
0.5 0.96891
0.6 0.93590
0.7 0.88233
0.8 0.80210
0.9 0.68950
1.0 | 0.54030
> 1 1.54030 8.26107

Vrednosti y, = f(t1), f(t) = cos(t?), racunamo u radijanima. Sada je, prema (1):

1 1
cos(x 0.1
( )dx = 2/ cos(t?)dt = ——(yo + y10 + 2(y1 + ... + y9)) = 1.80624
0o VT 0 2
S obzirom na zadatu ta¢nost, priblizna vrednost integrala je:
I~1.81
O
7. Simpsonovom kvadraturnom formulom sa tac¢noséu 2 - 10~4 resiti integral
/1 sinxd (27)
x
0o VT

Resenje: Podintegralna funkcija f(x) = % ima mogudi singularitet u tacki x = 0.

Medutim, kako je:
si si
i ST gy, VESE
a—0+ /T = 2—0+

Dakle, x = 0 nije pravi singularitet, pa mozemo da ra¢unamo integral (27) Simpsonovom
formulom sa ta¢noséu e, pri ¢emu je f(0) = 0.
Koristeé¢i Rungeovu ocenu greske, za korak h = 0.1 dobijemo

Iy = 0.61797,
a za prepolovljen korak h = 0.05 je
1o 05 = 0.61963

Sada je, prema Rungeovoj oceni greske:

Toos — I 0.61963 — 0.61797
R(f) = | Ogi 10'1’ _| = 11101 <2107

Dakle:
I=0.61963
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