4 Sistemi linearnih jednacina

Resavamo sistem sa n jednacina i n nepoznatih:

a1121 + a1oxe + ...+ a1pxy, = by
a91x1 + ageTo + ... + agpxT, = bo (1)
an1x1 + oo + ...+ apntn = by

Ovaj sistem mozemo da zapiSemo u matricnom obliku:

Ax=Db (2)
pri emu je A matrica dimenzije nxn ¢iji su elementi koeficijenti {a;; }7';_;, x = [1, 22, .. ., zp) T
vektor nepoznatih i b = [by, ba, ..., b,]T slobodan vektor.

4.1 Gausov metod eliminacije sa izborom glavnog elementa

Elementarnim transformacijama nad vektorima matrice A dobi¢emo trougaonu matricu koja
je njoj ekvivalentna i iz takvog oblika jednostavno dobijamo reSenje sistema jednacina.

19. Gausovom metodom sa izborom glavnog elementa (pivot) resiti sistem jednacina:

1.1161z1 + 0.1254x9 + 0.139723 + 0.1490z4 = 1.5471
0.1582x1 + 1.167522 + 0.1768z3 + 0.1871xy = 1.6471
0.1968x1 + 0.2071x + 1.2168z3 + 0.2271xy = 1.7471
0.2368z1 + 0.2471xo + 0.2568z3 + 1.2671xy = 1.8471

racunajuci sa 5 decimala.

ResSenje: Radi lakSeg racuna, formiramo tabelu ¢ije su prve 4 kolone odgovarajuce kolone

matrice A,
1.1161 0.1254 0.1397 0.1490

0.1582 1.1675 0.1768 0.1871
0.1968 0.2071 1.2168 0.2271
0.2368 0.2471 0.2568 1.2671

Peta kolona tabele je slobodan vektor b, a poslednja kolona je za mnozitelj o; koji koristimo
pri formiranju trougaone matrice.

A=

I i) I3 Ty bZ‘ (67

T]1.1161 | 0.1254 | 0.1397 | 0.1490 | 1.5471 | —%22%0 = —0.11759
I7]0.1582 | 1.1675 | 0.1768 | 0.1871 | 1.6471 —0:13512—0.14766
IIT | 0.1968 | 0.2071 | 1.2168 | 0.2271 | 1.7471 —gfégﬁz—o.ng%
IV | 0.2368 | 0.2471 | 0.2568 | [1.2671] | 1.8471

Najpre trazimo glavni element, tj. pivot. Pivot je maksimalan, po apsolutnoj vrednosti,
koeficijent |a;|,i,7 = 1,...,n. Sada je to koeficijent asq = 1.2671. Mnozitelj oy, @ = 1,2,3,
biramo tako da se koeficijenti u koloni u kojoj se nalazi pivot anuliraju:
W
o= ——2 i =1,2,3.
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Sada transformiSemo jednacine I, 11, 1] na sledeé¢i naéin:

I'=a1-IV+I = —0.11759-1V +1
I'=q9 - IV +1II = —0.14766 - IV + 11
I =a3- IV + 111 = —-0.17923-1V +1III

Koeficijenti ovih novih jednacina se dobijaju na sledeéi nacin:
aj; = oy - agi +ag, 1=1,2,3, j=1,2,34.
Iste trasformacije vrsimo i na slobodnoj koloni b :

bgzozi-b4—i—bi7 1=1,2,3.

€1 X2 x3 T
I’ | 1.08825 | 0.09634 | 0.10950
I7' 1 0.12323 | 1.13101 | 0.13888

ITI' | 0.15436 | 0.16281 | [1.17077

bi (673
0.10950 _
oo | U~ o
: 117077 T ¢
1.41604

N

o O O

Jednacinu (tj. odgovarajuéu vrstu matrice) u kojoj se nalazi pivot ne transformisemo, i
iz nje vise ne biramo pivot. Dalje ponavljamo postupak sa transformisanim jednac¢inama
I')II' IIT'. Biramo pivot medu koeficijentima ove tri jednacine. Sada je to |ab,| = 1.17077,
pa jednacinu ITI' ne transformisemo dalje. Transformisemo jednacine I’ i I :

I" = —0.09353-I1I'+ 7T
" = —0.11862-III' +1ITI'
T1 T9 T3 | X4 b; Q;

1" 1107381 | 0.08111 | 0 | 0 |1.19746 | —%991% = —0.09353
11" ] 0.10492 | [1.11170] | 0 | 0 | 1.20639

Napokon, u poslednjem krugu pivot je |aj,| = 1.11170 i sad je pocetna jednacina I trans-
formisana u jednacinu I":

xr1 To | T3 | X4 b; (673
I'" 1 1.06616 | 0 0 0 | 1.10944

Na ovaj nacin, poCetna matrica A je transformisana u sli¢cnu matricu C koja je trougaona i
njene vrste su koeficijenti jednacina iz kojih smo birali pivot, i to redom, I", IT" ITI' i IV.

I . 1.06616x; =1.10944
I7" : 0.10492z1 + 1.11170x2 =1.20639
ITr : 0.15436x1 + 0.16281x9 + 1.1707723 =1.74710

1V 1 0.2368x1 + 0.2471z2 + 0.2568x3 + 1.267124=1.8471

Odavde se direktno dobijaju reSenja za nepoznate x1, x2, x3, 4.

L L1094d o
L= 106616
X2 = 111770 [1.20639 — 0.1049221] = 0.98697



X3 [1.41604 — 0.1543621 — 0.16281x2] = 0.93505

= 1.17077

X4 [1.8471 — 0.23682z1 — 0.2471x9 — 0.2568x3] = 0.88129

= 1.2671

20. Odrediti inverznu matricu matrice A,

3 1 -1 2
-5 1 3 4
A= 2 0 1 -1
1 -5 3 -3

racunajudi sa 5 decimala.

Resenje: Trazimo matricu A™! za koju je A- A~! =1, gde je I jedini¢na matrica dimenzije
4 x 4. Matrica A moze da se, elementarnim transformacijama nad vrstama, svede na matricu
D koja u svakoj vrsti i koloni ima po jedan nenula element.

Neka je matrica B dobijena istim tim transformacijama nad matricom I (transformacije
kojima je matrica D dobijena iz matrice A.) Dakle,

A~D, I~B

Kako je A - A~! =1, zbog odgovarajuéih sli¢nosti matrica, i s obzirom da su D i B dobijene
istim transformacijama nad A i I, vazice:

D-A'=B = A'=D''B

Zbog toga §to je D matrica koja u svakoj vrsti i koloni ima po jedan nenula element, matricu
D! je lako odrediti.

Za dobijanje matrica D i B koristi¢emo Gausov metod za eliminaciju sa glavnim ele-
mentom, sa odredenim modifikacijama. Sada ¢emo svaki put da transformiSsemo sve vrste
matrice A, uz pravilo: Ako smo pivot birali iz neke vrste, tu vrstu vise ne uzimamo za izbor
pivota. Transformacije koje obavljamo nad vrstama matrice A istovremeno obavljamo i nad
odgovarajué¢im vrstama jedini¢ne matrice I. Mnozitelje za odgovarajuée vrste formiramo na
isti nacin kao u predhodnom zadatke, kako bismo u koloni u kojoj se nalazi pivot dobili nule
u ostalim vrstama. Formiramo tabelu:



T T2 T3 T4 o1 02 03 04 o
3 1 -1 2 1 0 0 0 -4 =02
-5 1 3 —4 0 1 0 0 —21= =02
2 0 1 -1 0 0 1 0 -5 =02
1 |[-5] 3 ~3 0 0 0 1
32 [ 0 —0.4 1.4 1 0 0 0.2 0.66667
—-48]] 0 3.6 —4.6 0 1 0 0.2
2 0 1 -1 0 0 1 0 0.41667
1 —5 3 -3 0 0 0 1 0.20833
0 0 [ 2.00001 | —1.66668 1 0.66667 0 0.33333 | —0.57143
48 | 0 3.6 —4.6 0 1 0 0.2 ~1.57714
0 0 | 250001 0 0.41667 1 0.08333
0 | =5 | 3.74999 | —3.95832 0 0.20833 0 1.04167 || —1.35713
0 0 |[[0.57153 0 1 0.42857 | —0.57143 | 0.28571
—48 | 0 | —0.34287 0 0 0.34285 | —1.57714 | 0.06858 || 0.59992
0 0 | 250001 | —2.91668 0 0.41667 1 0.08333 | —4.37424
0 | =5 | 035715 0 0 —0.35715 | —1.35713 | 0.92858 | —0.62490
0 0 [ 057153 0 1 0.42857 | —0.57143 [ 0.28571
48 | 0 0 0 0.59992 | 0.59996 | —1.91995 | 0.23998
0 0 0 —2.91668 | —4.37424 | —1.45780 | 3.49957 | —1.16643
0 | -5 0 0 —0.62490 | —0.62496 | —1.00004 | 0.75003
Sada smo dobili matrice:
0 0 057153 0 1 0.42857 -0.57143 0.28571
b_| 48 0 0 0 B _ | 059992 059996 -1.91995 0.23998
0 0 0 -291668 |’ -4.37424 -1.45780 3.49957 -1.16643
0 5 0 0 -0.62490 -0.62496 -1.00004 0.75003
Inverzna matrica matrice D je:
0 -1/4.8 0 0 0 -020833 0 0
D-1_ 0 0 0 15 | 0 0 0 -0.2
1/0.57153 0 0 0 1.74969 0 0 0
0 0 -1/2.91668 0 0 0  -0.39286 0
Konaé¢no, inverzna matrica matrice A je:
-0.12498 -0.12499 0.39998  -0.05
A-l_ | 012498 0.12498  0.20001 -0.15001
1.74969  0.74986 -0.99982  0.49990
149973 0.49981 -1.19985 0.39992
O

4.2 LU dekompozicija

Resavamo sistem (?7?). Predstavimo matricu A kao proizvod donjetrougaone matrice L i

gornjetrougaone matrice U koja na glavnoj dijagonali ima jedinice:

A=LU




Lo |l le2 0
ln1 ln2 lnn
1 diz din
U= 0 1 dan,
0 0 1

Elementi matrica L i U se dobijaju pomoc¢u sledeéih formula (Krautov algoritam):
j—1
lij = a;;— Z Lirdy; (4)
k=1

1 i—1
dij = T <aij — lekdkj> (5)
K1 k:l
Sada sistem (?7) postaje:
(LU)x=b
L(Ux)=b
Sada resavamo 2 sistema jednacina, pri ¢emu uvodimo novi vektor nepoznatih y:
y = Ux

Ly=Db

Ova dva sistema se jednostavno reSavaju posto su matrice L i U trougaone.
Determinanta. Kako je
A=LU

pri ¢emu su L i U trougaone i matrica U ima na glavnoj dijagonala jedinice, to je:

det A =detL-detU=detL-1=1011...1u,

21. Metodom LU dekompozicije resiti sistem jednacina:

3r1+ 20 —23+224 = 6
—5x1 + w2 + 3x3 — 4xy —12 (6)

201+ 23 —x4 = 1

1 —5x9+3x3—3x4 = 3

rac¢unajuci sa 6 decimala.

Resenje:
3 1 -1 2 6
51 3 4 -12
A= 2 0 1 -1 b= 1
1 -5 3 -3
A=LU



i 0 0 O 1 dio diz dig
|l 2 O O 1 0 1 deg dos
L= l31 I3z I3z 0O U= 0 0 1 ds
lar lag laz lya 0 0 0 1
Formiramo tabelu:

3 1 —1 2 6
-5 1 3 —4 —12
2 0 1 -1 1
1 5 3 3 3

311 0.333333 —0.333333 0.666667 2
) 2.666665 | 1 0.500001 —0.250000 —0.75
2 —0.666666 | 2.000000 | 1 —1.250000 | —1.75

1 5.333333 6.000000 2.500000 | 1 3

U gornjem delu tabele upisujemo matricu A i vektor b. U donjem delu upisujemo
matrice L i U (jedinice na dijagonali pripadaju matricu U kao i gornji trougao, donji trougao
su elementi matrice L). U donjem delu tabele, ispod vektora b, upisujemo vrednosti vektora

y koje dobijamo resavajuéi jednacinu
Ly =b.

Najpre odredimo elemente matrica L i U. To radimo naizmeni¢no i popunjavamo tablicu:
I. lhn=an lan=an lan=azn ln=an

II. di;=1

IT1. dyp = 32 20333333 dys = 23 — —0.333333  dyy = 2 — 0.666667
l1 l11 l11

IV. lgg = agg—lgldlg = 2.666665 l32 = a32—l31d12 = —0.666666 l42 = a42—l41d12 = 5.333333

1 1
V. d23 = T (CL23 — l21d13) = 0.500001 d24 = r (a24 — 121d14) = —0.250000
22 22

VI. l33 — ass — l31d13 — 132d23 = 2.000000
l43 — a43 — l41d13 — l42d23 = 6.000000

1
VII. d3s= r (a34 — l31d14 — l32d24) = —1.250000
33

VIII. 144 = 644 — lg1dig — laadag — l43d34 = 2.500000
Kada smo nasli matrice L i U mozemo da resimo sistem (posto je L trougaona matrica):
Ly=Db
3ypp=2 =y1=2
—5y1 + 2.666665y2 = —12 = y; = —0.75
2y1 — 0.666666y2 + 2.000000y3 =1 = y3 = —1.75
y1 + 5.333333y2 + 6.000000y3 + 2.500000ys =3 = ys =3

Vrednosti vektora y upisujemo u tablicu u koloni ispod vektora b.
Sada resavamo sistem (opet je U trougaona matrica):

Ux=y



T4 =3
x3=—1.754+125x4 =2
x9 = —0.75 4+ 0.25z4 — 0.500001x3 = 1.000002
1 =2 — 0.333333x2 4 0.333333x3 — 0.666667x4 = 0.999999

Dobili smo reSenje:
x = (0.999999, —1.000002, 2, 3).

Tacno resenje je:
(1,-1,2,3).

4.3 Iterativne metode za reSavanje sistema linearnih jednacina

22. Iterativnim postupkom resiti sistem

1.02z1 — 0.0522 — 0.10z3 = 0.795
—0.11z1 + 1.03z9 — 0.052x3 0.849
—0.11z1 — 0.1229 4+ 1.0423 = 1.398

dok se resenje ne poklopi na 4 decimale.

Resenje: Zadatak ¢emo resiti Jakobijevom i Gaus-Zajdelovom metodom. Najpre proverimo
uslov konvergencije iterativnog procesa (uslovi su isti za obe metode.) Dovoljno je da bude

ispunjen jedan od uslova:
n

> lail <lagl, (V) (8)
i=1,i#£j
ili
n
Do oyl <lawl, (V) (9)
=1
Pritom su a;; odgovarajudi koeficijenti uz nepoznate x;. Dakle, dijagonalni element a;; mora
biti, po apsolutnoj vrednosti, ve¢i od sume ostalih elemenata po apsolutnoj vrednosti u istoj
vrsti ili koloni. Posmatrajmo keoficijente uz x; po vrstama:

| —0.05 + | —0.10] < [1.02|
| —0.11] + | —0.05] < |1.03|
|—0.11]+ | —0.12] < [1.04]

Dakle, za sistem jednac¢ina (??) Jakobijeva i Gaus-Zajdelova iterativna metoda ¢ée konvergi-
rati.

Napisimo sistem (??) na drugaciji nacin:

0.795 +0.05 + 0.1

T1=T02 1.0272 1.0273
_0.849 0.11 0.05
T2=%53 1031 +To3%3 (10)

_ 1.398 0.11
T3=To1r 1T T1o1%2



Iz oblika (?7?) ¢emo formirati iterativni proces za obe metode.

Jakobijeva iterativna metoda: Iterativni proces formiramo iz (??) na sledeéi nacin:

(k+1)__0.795 0.05 (k) 0.1 (k)
Ty =T 12Tz 19373
(k+1)__0.849 0.11 (k) 0.05 ..(k)
Ty =703  Troz%i +T03%3 (11)

(k+1)__1.398 0.11 (k) 0.12 (k)
T3 =To1 tToi%i +T01%2

Pocetne vrednosti xgo), mgo),xéo) biramo proizvoljno, mozemo uzeti vrednosti slobodne kolone
iz jednacine (?7), ili (??). Koristi¢emo vrednosti slobodne kolone iz jednacine (??7). Formi-
ramo tabelu iteracije:

T T2 T3
0.795 | 0.849 1.398
0.9581 | 0.9770 | 1.5263
0.9769 | 1.0007 | 1.5583
0.9812 | 1.0042 | 1.5630
0.9819 | 1.0049 | 1.5639
0.9820 | 1.0050 | 1.5640
0.9820 | 1.0051 | 1.5641
0.9820 | 1.0051 | 1.5641

N O TR W N - O

Jakobijevom metodom smo, posle 7 iteracija, dobili resenje sistema (?7)

x3 = 0.9820
x2 = 1.0051
x3 = 1.5641

Gaus-Zajdelova iterativna metoda: Iterativni proces formiramo iz (??7) na sledeéi nacin:

(k+1)__0.795 0.05 ..(k) 0.1 (k)
Zq =71.02 +10272 +10273
(k+1) __0.849 0.11  (k+1) 0.05 ..(k)
Ty =Tz TTosT1 +10373 (12)

x(k+1) 1.398 —i—@x(kﬂ) 4012 (k+1)

3 1.04 1.04%1 1.0a%2

Za razliku od Jakobijeve metode, sada u jednoj iteraciji koristimo dobijene podatke u istoj
(k+1)

iteraciji. Naime, za izracunavanje vrednosti z; koristimo poslednje izra¢unate vrednosti,
: . .. k). (k L . (k+1 . N
a to su iz predhodne iteracije, xé )4 mé ). Za izraCunavanje xé *1 koristimo upravo izracunatu
k+1) . . . . (k k+1 . .. e E+1) .
$g + ), i iz predhodne iteracije $g ). Za xé D Loristimo u ovoj iteraciji izra¢unate xg 4
(k+1)
Ty .

Ovakav naéin izra¢unavanje znacajno ubrzava proces konvergencije. Polazimo od istih poc¢etnih

(0) .(0) _.(0)

vrednosti x7 ', 25,3~ kao pri racunanju Jakobijevom metodom, a to su elementi slobodne
kolone iz (77).



T T2 T3
0.795 | 0.849 1.398
0.9581 | 0.9945 | 1.5603
0.9811 | 1.0048 | 1.5639
0.9820 | 1.0051 | 1.5641
0.9820 | 1.0051 | 1.5641

=W N = O

Gaus-Zajdelovom metodom smo, posle 4 iteracija, dobili resenje sistema (?7)

x1 = 0.9820
x; = 1.0051
x5 = 1.5641

Postignuta tacnost je ista, ali je postignuta brza konvergencija u korist Gaus-Zajdelove
metode. O

23. Gaus-Zajdelovom metodom resiti sistem:

83x1 + 7. 700 — 0.3z3 = 27.10
6.1x1 + 2.229 + 1.2:1}3 = 16.55 (13)

racunajuci sa 4 decimale.

Resenje: Ni jedan od uslova konvergencije iterativne metode (?7) i (??) nije ispunjen.
Transformisimo sistem jednacina (?7) tako da bude ispunjen uslov (??), dakle da koeficijent
ai; Uz nepoznatu x; bude, po apsolutnoj vrednosti, ve¢i od sume apsolutnih vrednosti ostalih
koeficijenata a;;, j # i. u istoj jednacini (tj. vrsti.)
Oznacimo jednacine sistema (??) redom sa I, I, I11. Problem imamo sa jednac¢inama IT i
I111. Transformi8imo ovaj sistem na slede¢i nacin:

(II): 6.1z +22x0+ 1223 = 1655 (A)
(I—1I): 2.2z, +5.5x0 — 1.5z3 10.55 (B)
(II1): 34w +4.0z5+5.703 = 27.35 (C)

(14)

Oznagimo gornje jednacine redom sa A, B, C. Sada imamo probem jo$ sa jednac¢inom
C, pa ¢emo da je transformismo:

(A): 6.1x;+22x9+ 1223 = 16.55
(B): 2.2x1+45.529 — 1.5z = 10.55 (15)
(C—B): 12z —15z9+ 7223 = 16.80

Sada resavamo sistem (?7) koji je ekvivalentan sa sistemom jednacina (?7). Ovaj sistem
zadovoljava uslov konvergencije (??). Formiramo iterativni proces iz jednacina (?7?) na sledeéi
nacin:



(k+1) _ —2.2 (k)

x%k 1)_ (k+1) 6.17"2
+1)_ —292 (k+

I%k 1)_ o x%k 1) (k+1)
+1)_ 1.2, (k+ 1.5, .(k+

T3 =72 T +73%2

Pri racunu koristimo poslednje izracunate vrednosti za x1, za, x3.

xngrl)

2 =—0.40002 Y

—0.360623"

2 =—0.16670")  1+0.208320

+0.27272) 419182

(16)

(17)

Za pocetne vrednosti iteracije mozemo uzeti slobodnu kolonu iz sistema jednacine (?7), tj.

[(0) 0) .(0)

Ly 5Ty T3

Posle 8 iteracija, koristeéi jednacine (?7?), dobija se resenje:

[x1, X2, %3] = [1.5000, 2.0000, 2.5000]

| = [2.7131,1.9182, 2.3333]
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