3 Interpolacija

3.1 Lagrangeov interpolacioni polinom

LAGRANGEov interpolacioni polinom P, (z) sa (n + 1) ¢vorova je oblika:

L (r—ag). (@ —me) (@ = Th) (= 1) (1)

Fule) = k=0 (zr — o) - (Th — Tp1)(Th — Thy1) - - (T — Tn) g

pri Gemu je g = f(z)
Greska interpolacije funkcije f(z) LAGRANGEovim interpolacionim polinomom F,(z)
data je sa:

M,
Ralo)] £ e =) (o = )
Mgy = max | (z)].
z€[z0,2n]

Mozemo da uvedemo sledeée oznake:

M(z) = (x—zo)(x—21) ... (T — )
I, (zk) = (o6 — o). .. (T — Tpe1) (T — Tpg1) - - - (T — T0)
Dy = (z—ap)IL ()

Konstuisemo sledeéu semu:

(x —x9) (xo—x1) ... (xo—124) | Do
(x1—x0) (r—21) ... (x1—x,) | Dy
(xn —x0) (Tn—21) ... (r—2am,) | Dy
I1,,+1(z) - proizvod elem. na dijagonali

Koristec¢i gornje oznake sada je LAGRANGEov polinom dat na slede¢i nac¢in:

Po(e) = () 3. L (2)

1. Konstruisati interpolacioni polinom Py(x) za funkciju f(x) = y/x ako su ¢évorovi
interpolacije xo = 100,z = 121, 29 = 144. Izracunati P»(115) i oceniti gresku |v/115 —
Py(115)].

Resenje: Funkcija f(x) = /x je data u ¢vorovima xy = 100,z; = 121,25 = 144
slede¢om tabelom:

x [ 100] 121 | 144
Fl@) [ 10 [ 11 | 12




LAGRANGEov interpolacioni polinom za funkciju f(x) = /x je oblika:

(x —121)(z — 144) (x —100)(z — 144)

B(o) = Goo —anaoo — 140 10 F (21 = 100)(121 — 149)
(z —100)(z — 121)

(144 — 100)(144 — 121)

2, 1454 87120

212527 T 91252 T 21252
— 10.722755

Py(115) = 10.722755.

11+

- 12

Odgovarajuéi izvodi funkcije f(x) = y/z su:
1 1 3

/ - - " _ - " _
fla) = 2\/x UG 4312 /(@) 815/2
Maksimum apsolutne vrednosti treceg izvoda funkcije je
3 3
2= sy @l = ggee = 510

Greska interpolacije u tacki 115 je

3/8-1075

Ry(115)] <

|(115 — 100)(115 — 121)(115 — 144)| < 1.63-10*
Uzimajuéi u obzir postignutu tacnost,

Py(115) = 10.723
V115 = 10.723805 . ..

MAPLE:
> restart:
> pointsl := [[100,10],[121,11],[144,12]]:
> polycurve := CurveFitting[PolynomialInterpolation] (pointsl, x, form=Lagrange);
5 11
polycurve := --- (x - 121) (x - 144) - -—- (x - 100) (x - 144)
462 483
3
+ -—- (x - 100) (x - 121)
2563

> plot(polycurve, x=9..12);

> CurveFitting[evalf (PolynomialInterpolation] (points, 115, form=Lagrange));
10.72275551

> evalf(sqrt(115));
10.72380529



4,99

4,8

Slika 1: Izlaz funkcije plot u MAPLE-u.

3.2 Newtonov interpolacioni polinom

Neka je funkcija f(z) zadata ¢vorovima interpolacije (zx, yx), pri cemu je yp = f(z).
Definisemo konacne razlike prvog reda:

Ay, = Yk+1 — Yk (3)

Konacne razlike viseg reda definisemo rekurzivno:

Ay = A(Ayr) = AYrs1 — Yk) = AUk — AYp = Ypso — 2uk1 +ur (4)
Anyk = A(An_lyk) (5)

Neka su pri tom ¢vorovi ekvidistantni, tj. xx11 —xx =h, k=0,...n—1.
I NEwWTONov interpolacioni polinom (za interpolaciju unapred) je oblika:

A A? A"
N (z) :yﬁ#H 2f/ou(u_ Dt + nfﬂ’u(u— .. (u—n+1),
r—x0

pri cemu je u = *5*¢. Greska interpolacije funkcije f(x) I NEWTONovim interpola-
cionim polinomom N;(x) data je sa:
An+1y|
RI<|7uu—1 o (u—mn)|.
L =D =)
Za A"y se uzima maksimalna vrednost po svim apsolutnim vrednostima kona¢ne
razlike n + 1-og reda u odgovarajué¢im évorovima, maxy, A" y,|.
IT NEWTONov interpolacioni polinom (za interpolaciju unazad) je oblika:

Ayn—l A2yn—2
T 21

Amyq
n!

N (2) =y, + viv+1)+... + viv+1)...(v+n—1),

T—Tn

h
Greska interpolacije funkcije f(z) II NEwWTONovim interpolacionim polinomom

Nir(z) data je sa:

pri cemu je v =

An+1y
R < |(n+1)|!]v(v+ 1)...(v+n)|



Ekstrapolacija se vrsi kad trazimo procenu vrednosti funkcije f(x) utacki z, = <
xo ili T > x,. Ove procene greske ne vaze za ekstrapolaciju. Greska ekstrapolacije je
veca od greske interpolacije.

I NEwTONoOV interpolacioni polinom je pogodan za interpolaciju ¢vorova koji se
nalaze u prvoj polovini intervala [z, z,]| i za ekstrapolaciju tacaka T < zo. IT NEW-
TONov interpolacioni polinom je pogodan za interpolaciju ¢vorova koji se nalaze u
drugoj polovini intervala [z¢, x,] i za ekstrapolaciju tacaka T > x,,.

2. Tablicom je zadana funkcija f(z) :

T 15 20 25 30 35 40 45 20 %)
f(z) | 0.2588 | 0.3420 | 0.4226 | 0.5000 | 0.5736 | 0.6428 | 0.7071 | 0.7660 | 0.8192

Koriste¢i konacne razlike zakljucno sa cetvrtim redom, izracunati f(18), f(53), f(12).

ReSenje: Popunimo tablicu vrednostima konacnih razlika koje racunamo iz odgo-
varajucih formula (4) i (5).

x Y Ay A?y A3y Aty
15 | 0.2588 | 0.0832 | —0.0026 | —0.0006 0
20 | 0.3420 | 0.0806 | —0.0032 | —0.0006 0
251 0.4226 | 0.0774 | —0.0038 | —0.0006 | 0.0001
30 | 0.5000 | 0.0736 | —0.0044 | —0.0005 0
35 | 0.5736 | 0.0692 | —0.0049 | —0.0005 | 0.0002
40 | 0.6428 | 0.0643 | —0.0054 | —0.0003
45 1 0.7071 | 0.0589 | —0.0057
50 | 0.7660 | 0.0532
55 | 0.8192

Za izrac¢unavanje vrednosti f(18) koristimo I NEWTONov interpolacioni polinom posto
se tacka 18 nalazi u prvoj polovini intervala [15, 55].

1 1) (u—2
NI (z) = 0.2588 + 0.0832u — 0.0026”“‘2) _ 0.0006 g(“ ) )

pri cemu je u = =2 h = 5,19 = 15,2 =18, pa je u = 185;15 = 0.6.
Dakle, priblizna vrednost funkcije f(x) u tacki 18 je
f(18) ~ N1(18) = 0.3090.

Greska je procenjena slede¢im izrazom:

At 0.0002
R < | 4"”' lu(u—1)(u—2)(u—3|) = 0.6-04-1.4-24=6.7-10"°
MAPLE:
> points :=

[[15,0.2588], [20,0.3420], [25,0.4226], [30,0.5000] , [35,0.5736],
[40,0.6428], [45,0.7071], [50,0.7660], [65,0.8192]]:
> CurveFitting[PolynomialInterpolation] (points, 18, form=Newton);
0.3089845746



Racunanje vrednosti f(12) vrsimo ekstrapolacijom pomoéu I NEWTONovog inter-
polacionog polinoma. Sada je x = 12, pa je u = 12;515 = —0.6.
Iz jednacine (6) dobija se da je priblizna vrednost f(z) u tacki 12

f(12) = Ni(12) = 0.2079.

Posto se radi o ekstrapolaciji, greska racuna je veCa nego pri interpolaciji i formula
procene greske I NEWTONovim interpolacionim polinomom ne vazi.
Za priblizno izracunavanje vrednosti f(53) koristimo II NEWTONov interpolacioni

polinom:
1 1 2
NH(z) = 0.8192 + 0.05320 — 0.0057“(0;) 0003t D +2)
pri ¢emu je v = £ h =5, 13 = 55, = 53, pa je v = @ — QA

f(53) =~ Ni1(53) = 0.7986.

Gresku procenjujemo izrazom:

|Aty| 0.0002

R < lo(v+1)(v+2)(v+3)| = 0.4-0.6-1.6-2.6 =8.3-107°.

22

3. U MAPLEu nacrtati grafik funkcije e~z na intervalu [—4,4]. Nacrtati grafike
NEwTONovih interpolacionih polinoma stepena 8 u ¢vorovima na intervalu [—4, 4] sa
korakom 1 i stepena 3 na intervalu [—4, —1] sa korakom 1. Izracunati vrednosti funkcije
i oba NEWTONova interpolaciona polinoma u tacki —2.5. Komentarisati dobijene rezul-
tate.

ResSenje:

> plot( exp(-(x~2)/2),x= -4..4, 0..1);
>

Funkcija f(x),

> pointx9 :=[-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4]:

> pointy9 := [0.0003,0.0111,0.1353,0.6065,1,0.6065,0.1353,0.0111,0.0003]:

> plot(CurveFitting[PolynomialInterpolation] (pointx9,pointy9,x,form=Newton),
x=-4..4, 0..1);



Polinom N_8

> pointx4 :=[-4,-3,-2,-1]:

> pointy4 :=[0.0003,0.0111,0.1353,0.6065] :

> plot(CurveFitting[PolynomialInterpolation] (pointx4,pointy4,x,form=Newton),
x=-4..4, 0..1);

0,8
0,6
0,4
0,2

Polinom N_3

> eval(exp(-(x72)/2),x=-2.5);
0.04393693362

> CurveFitting[PolynomialInterpolation] (pointx9,pointy9,-2.5,form=Newton);
0.08313381956

> CurveFitting[PolynomialInterpolation] (pointx4,pointy4,-2.5,form=Newton) ;
0.04442500000

Cvorovi interpolacije koji su udaljeni od tacke u kojoj trazimo vrednost funkcije
ne uticu na tacnost, a mogu i da povecaju gresku. Interpolacija polinomima treba da
se vrsi sa Sto manje ¢vorova interpolacije. Najcesce je dovoljno 3 —4 ¢vora interpolacije
koji se nalaze u blizini tacke koja je od interesa.

4. Polinom treceg stepena ps(x) tabeliran je na sledeéi naéin:

@ 3 [—=2[-1]0[1]2[3]4] 5
F@) =20 | =5 1 |1|4[15] 4085|156

Ako se zna da je jedna vrednost pogresno izracunata, odrediti polinom psz(x).

Napomena: Pretpostavimo da je tabeliran polinom n-tog stepena. Tada konacne
razlike reda n+1,n+2, ... moraju biti 0, jer bi u suprotnom polinom (n+1)-og stepena
mogao NEWTONovim polinomom biti aproksimiran polinomom veceg stepena od n, sto
je nemoguce.

Resenje: Popunimo datu tablicu kona¢nim razlikama zakljuéno sa ¢etvrtim stepenom,
posto se radi o polinomu trec¢eg stepena, a u skladu sa napomenom.



T | P3 (JE ) Aps A2p3 A?’ps A4P3
-3 | =20 15 -9 3 6
-2 =5 6 —6 9 —4
—1 1 0 3 ) 1

0 1 3 8 6 0

1 4 11 14 6 0

2 15 25 20 6

3 40 45 26

4 85 71

5| 156

Prema napomeni, konacne razlike ¢etvrtog reda treba da imaju vrednost 0, posto je
tabeliran polinom treéeg stepena. Posto su Apz(z3) i A'ps(xy) jednake 0 mozemo
pretpostaviti da nije bilo greske u cvorovima koji ucestvuju u formiranju ove dve vred-

nosti. Kako je

A'ps(x3) = ps(x7) — 4ps(ws) + 6ps(x5)aps(2a) + p3(ws)

A*ps(x4) = ps(xs) — 4ps(x7) + 6ps(x6)aps(ws) + p3(wa)

to smatramo da su vrednosti polinoma u ¢vorovima xs, x4, Ts, Tg, T7 1 g izracunati bez
greske. Treba da dobijemo da je A'ps(x) = 0, pa na tom mestu pisemo 0. Posto je

A4P3(=’E2) = A3103(I3) - A3p3(x2)

i smatramo da je ps(z3) tacna, iz ove relacije ispravljamo vrednost A3ps(x,) = 6. Na
ovaj nacin se vra¢amo kroz tablicu ispravljajuéi A?ps(zy) = 2, Aps(xs) = 11 p3(z2) = 0.

Formiramo novu tablicu u kojoj je ispravljeno ps(zs) = 0.

T | P3 (17 ) Aps A2p3 A?’ps A4p3
-3 | =20 15 —10 6 0
-2 =5 5) —4 6 0
—1 0 1 2 6 0

0 1 3 8 6 0

1 4 11 14 6 0

2 15 25 20 6

3 40 45 26

4 85 71

5| 156

Sad su sve konaé¢ne razlike cetvrtog reda 0, $to znaci da je polinom p3(x) tacno tabeliran.

Koriste¢i I NEWTONov interpolacioni polinom, uz h = 1, imamo:

—10
Ni(x) = —20+15(z+3)+ T(az +3)(z+2) +

3!

S et 3@+ @+1)

—20+ 152 +45 — 522 — 252 — 30 + 22 + 622 + 11z + 6
P2 4o+ 1 =ps(n)



3.3 Inverzna interpolacija

Resavamo problem tipa:
Nadi tacku z* tako da je f(z*) = y*, pri ¢emu je y* unapred poznat broj.

Ukoliko je funkcija f(z) zadata ekvidistantnom mrezom, mozemo da koristimo
NEWTONov interpolacioni polinom. U suprotnom, invertujemo tablicu i koristimo
LAGRANGEoV interpolacioni polinom.

5. Tablicom je zadana funkcija f(x)

x 10 20 30 40
F(x) | 0.1763 | 0.3640 | 0.5774 | 0.8391

Inverznom interpolacijom izrac¢unati x* i ** za koje vazi f(z*) = 0.251 f(2*) = 0.8.
Resenje: Popunimo tablicu kona¢nim razlikama, y, = f(z).

x Y Ay A%y A3y
10 | 0.1763 | 0.1877 | 0.0257 | 0.0226
20 | 0.3640 | 0.2134 | 0.0483
30 | 0.5774 | 0.2617
40 | 0.8391

Posto je f(z*) = 0.25, prema vrednostima za yi, o¢ekujemo da bude z* € [10, 20],
pa koristimo I NEWTONov interpolacioni polinom.

(u—1) u(u —1)(u—2)

u
Y = Yo + ulAyp + TAzyo + i A3y, (7)
Kako je u = 5 h = 10,y = 0.25, trazimo u. Iz (7) sledi:

w o= Yy u(u—1) A% u(u—1)(u—2) Ay ®)

Ayo Ay 2 Ay 6 Ayp

025  0.1763 w(u—1)0.0257 w(u— 1)(u— 2)0.0226 -

Uu = —_ —_ —

0.1877  0.1877 2 0.1877 6 0.1877
u = 0.39265 — u(u — 1) - 0.06846 — u(u — 1)(u — 2) - 0.02007 (10)

Sada formiramo iterativni proces po u na slede¢i nac¢in. Za poznatu vrednost u,, slede¢u
iteraciju u,4; ra¢cunamo po formuli:

Upy1 = 0.39265 — ty, (un, — 1) -0.06846 — wy, (1, — 1) (1, —2)-0.02007, n=0,1,... (11)

Moze se pokazati da je ovo preslikavanje kontrakcija, pa kao takvo, po Banahovoj
teoremi ima nepokretnu tacku, koja je resenje jednacine (10). Pocetna vrednost u
iterativnom postupku (11) je uy = 0. Kada zamenimo tu vrednost u desnu stranu
jednacine dobic¢emo slede¢u vrednost u;.

up = 0.39265 — ug(up — 1) - 0.06846 — ug(ug — 1)(ug — 2) - 0.02007



Sada je u; = 0.39265. Ponavljamo postupak tako sto na desnoj strani dobijenu vrednost

za Uq.
us = 0.39265 — uy (w; — 1) - 0.06846 — uy (wy — 1)(uy — 2) - 0.02007

Na ovaj nac¢in dobijamo sledeéi niz:

ug = 0

up = 0.39265
uy = 0.40128
uz = 0.40139
uy = 0.40139

Vrednosti za ug i uy4 su iste, pa tu zaustavljamo proces, i za trazenu vrednost u uzimamo
u = uy = 0.40139. Ovu vrednost za u smo dobili za y = 0.25, pa ona odgovara vrednosti

x*. Sada je
x =uh + zy = 0.40139 - 10 + 10 = 14.0139

tj. x* = 14.0139.

Vrednost y = 0.8 se nalazi pri kraju tabele, pa ¢emo za nalazenje vrednosti x**,

za koju vazi f(x*™*) = 0.8, koristiti Il NEWTONov interpolacioni polinom:

v(v+1 v(v+1)(v+2
y = s+ viy, + LFD 5 ) a2y, 1+ 2 3),( ) A%y,
Sada je:
o - Y v+ D) A% u(v+1) (v +2) Ay
Ayz Ay 2 Ays 6 Ay
v o= —0.14941 — v(v + 1) - 0.09228 — v(v + 1)(v + 2) - 0.01439

Iz (14) formiramo iterativni proces:

Upa1 = —0.14941 — v, (v, +1)-0.09228 — v, (v, + 1) (v, +2)-0.01439, n=0,1,...

Za poCetnu vrednost uzimamo vy = 0 i koristedi (15) dobijamo niz:

v = 0

v, = —0.14941
vy = —0.13430
vy = —0.13556
vy = —0.13546
vs = —0.13546

Vrednosti vy 1 v5 su se poklopile, pa stajemo sa iterativnim procesom. Sada je
v=uv; =—0.13546, v =" 1i

xr =vh+x3=—0.13546 - 10 4 40 = 38.6454
tj. x* = 38.6454.

6. Nadi nule funkcije:

(12)



2 2.5

3.5

4

()

0.9093

0.5985

—0.3508

—0.7568

ReSenje: Trazimo tacku z* takvu da je f(z*) =0, tj. f~1(0) = 2*, gde je f~! funkcija

data slede¢om tabelom:

Y

—0.7568

—0.3508

0.5985

0.9093

xz

4 3.

5 2.5

2

Sada su ¢vorovi u tackama y;, poredanim u rastu¢em poretku. Koristimo LAGRANGEov

interpolacioni polinom (2)

(¥ — vo)
(yl — )
(y2 — o)
(Y3 — o)

, gde je y = 0.

(ZJO - Z/l)
(y — 1)
(2 — 1)
(?J3 - yl)

(?JO - yz)
(?Jl —Y2)
(Y — 12)
(Y3 — 12)

(yo
(11
(2

(y

- y3)
- 93)
—Y3)

—y3)

0.7568
0.4060
1.3553
1.6661

—0.4060
0.3508
0.9493
1.2601

—-1.3

0.31

—0.9493
—0.5985

953

08

—1.6661
—1.2601
—0.3108
—0.9093

—0.693815
0.170370
0.239323
—0.593327

P;(0) = 0.144481

3.157431

x* = 3.157431

4

3.5

0.144481

2.5 2

—0.693815 *

0.170370

10

0.239323 N

—0.593327



