Glava 2

Numericko diferenciranje

2.1 Numericko diferenciranje

Neka je P,(x) interpolacioni polinom, a R, (x) greska interpolacije.
Tada je

f(z) = Pu() + Ru(z) = fP(x) = PP (2) + R (2).

Dakle, priblizna vrednost izvoda funkcije moze se odrediti diferencira-
njem interpolacionog polinoma, dok je greska tako dobijene vrednosti
izvoda jednaka izvodu greske. Kako je:

iwn+1 ; jnJFl
= II (k)

Potrazimo izvode NEWTONovih interpolacionih polinoma. Kako je

1 ns1(2)], tada je R (x) =

ul, = vj, = 1, imamo da je:
1 A? A3
Ni(z) = 7 [AfoJr 2f0( U—1)+Tﬁ(3u2—6u+2)
A'fo, . s
- (4u —18u2+22u—6)+--l
1 A%f, .
Np(x) = h{AfnlJr f 22u+1) + f ? (3u® + 6u + 2)
A*f,_
+—j;” 4(4u3+18u2+22u—|—6)+---]
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1. Odrediti tacku maksimuma funkcije, koja je zadata tabelom:

x Y Ay A%y A3y Aty
0.1 | 0.284605 | 0.073166 | —0.047531 | 0.017963 | —0.010382
0.2 | 0.357771 | 0.025635 | —0.029568 | 0.007581 | —0.003388
0.3 | 0.383406 | —0.003933 | —0.021987 | 0.004193 | —0.002526
0.4 | 0.379473 | —0.025920 | —0.017794 | 0.002667

0.5 | 0.353553 | —0.043714 | —0.015127

0.6 | 0.309839 | —0.058841

0.7 | 0.250998

Kako se od 0.2 do 0.3 vrednost funkcije uvecava, a od 0.3 do 0.4 uma-
njuje, tada nezavisno promenljivu u kojoj je maksimum treba traziti
u okolini tacke x = 0.3. Stoga, napisimo N;(z), polazeéi od vrednosti
x = 0.3 kao da je ona pocetak tablice.

0.004193
3!

—0.021987

51 (2u—1)+

(3u? — 6u + 2)

1
Nj(x) = 5 |-0.003933 +

Kako bi ovaj izvod bio 0, treba da vazi da je:

—0.021987 0.004193

—0.003933 + (2u — 1) + (Bu* —6u+2) = 0

0.002096u — 0.026180u + 0.008458 = 0

Formiramo iterativni proces po lineranom ¢lanu:

0.008458  0.002096 |

Un+1 U,
0.026180  0.026180

Uppr = 0.323071 4 0.080061u2

Pocetna vrednost u iterativnom postupku je ug = 0. Iz poslednje jed-
nakosti dobijamo niz iteracija:
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ug = 0

up = 0.323071
up, = 0.331427
uz = 0.331865
ug = 0.331888
us = 0.331890
ug = 0.331890

Dobili smo v = uz = 0.331890. Sada je u = *=* = ’362'3, posto je
pocetna tacka od koje smo formirali Njutnov interpolacioni polinom
0.3. Dakle, funkcija f(z) dostize maksimalnu vrednost u tacki z =

0.1u+0.3 =0.1-0.331890 + 0.3, ¢.

x* = 0.333189.

2.2 Izvodenje formula za numericko
diferenciranje

Cesto se zahteva odredivanje izvoda funkcije tako da se greska mi-
nimizira. To se postize menjanjem koraka h, koji se naziva optimalan
korak, ukoliko minimizira gresku. Greska numerickog diferenciranja
predstavlja zbir dve greske i to:

1) Greske metode (Ryy)

2) Greske zaokrugljivanja (r)

Dakle, ukupna greska numerickog diferenciranja je R = Ry +
r. Diferenciranjem po h (korak interpolacije), nalazenjem minimuma
funkcije R(h) dobijamo optimalan korak. Razne formule za numericko

diferenciranje nastaju primenom TAYLORove, tacnije MACLAURINove
formule.
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2. Neka je funkcija f(z) € C?[a,b] dva puta neprekidno diferencija-
bilna, ¢ije su poznate vrednosti u ekvidistantnim ¢vorovima a = xy <
T <...<z; <...<x, =0 Dokazati da je:

Pl =20 T o€ (o @<

Dokaz: Kako je

Flonar) = St 0) = )+ 20 ) + T gy — )2
dnosne Flown) = f@)  1€)
’ Tiy1) — J Tk
fla) === o "
dobijamo da je ©
) AV S
G TR
{Objasnjenje: TAYLORova formula:
F% (0 FY7 (0
Fx, (h) = Fx,(0) + Xf,( )h+ ng )h2+~~

Funkcija F, (h) je razvijena u okolini h = 0, a X} u indeksu je fiksiran
parametar. }

Postavlja se pitanje ,,Da li je moguce izracunati vrednost izvoda u
tackama koje nisu ¢vorovi?”

3. Neka je funkcija f(z) € C?[a,b] dva puta neprekidno diferencija-
bilna, ¢ije su poznate vrednosti u ekvidistantnim ¢vorovima a = xy <
71 <...<z; <...<x,=0b Dokazati da je

p ( h> AR 1O,

$k+§

h 24

Dokaz: Oznacimo sa x = xp + % Tada je

h
xk:£—§7 a Tyl = T +

| >
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Na osnovu TAYLORove formule imamo da je:

h hf,<£> h2 f”<£> h3 fm(f)
fon=1(2-3) =t - 3R+ D S
W@, B ) B
2 11 22 2 23 3l

flae) = f <£+g) = flz) +

Oduzimanjem prve formule od druge dobijamo da je

Flaan) — £l = hf't2) + 2 77(0),

odnosno
Af,  h?

fl(z) = T ﬂf”’(f)

Napomena: Uoc¢imo da su priblizne vrednosti izvoda, u tackama
u zo i o + h/2 iz prethodna dva zadatka iste i iznose Afy/h, ali se
greske razlikuju.

Domadi zadatak: Za f(z) € C3[a, b] izvesti formulu za diferenci-
ranje f'(z 4+ h/n) gde je n € N bilo koji prirodan broj, n > 1.

4. Neka se vrednosti funkcije f mogu izraziti sa tacnoséu € i neka je
max | (z)| = M,. Odrediti optimalan korak za numericko diferenci-
ranje po formuli:

o) ) 2kt _ Sonen) =20 + i)

Resenje:

a) Zbog zadatka 1, imamo da je Ry = | — f"(&)h/2] < Mah/2, a
greska zaokrugljivanja vrednosti izraza je r = 2¢/h, odakle sledi da je
ukupna greska R = Myh/2 + 2¢/h. Diferenciranjem po h dobijamo da

je:
MQ 2e 4e

"(h) = —= — == = W=

R'(h) 5 2 0= 7
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b) Slicno, B = 586 + 3 = R/(h) = M — % = 0 49 = 2

¢) Posmatrajmo desnu stranu predlozene formule.

% [f($k+1) —2f(xr) + f(xk—1>i| = % [f(l"k: +h) = 2f(zr) + fop — h)]

N % {f(f’sz) +hf/( x) +h2f ( I hi”f/,/;g;x’“) + h”‘fi:jé)qt
2f () + flag) — WL <1 & ”2f”;, ) hgf’”S(!xk) . hm;f&)] _

h*
= 1"(on) + 16,

S . . 2 .
¢ime je dokazana predlozena formula sa greskom R, = %M4, a greSkom
racuna r = te je:

h2’
h? 4e hM, 8¢ 48¢
R=—M;+— = R(h) = =0 =Hpt==
pMit g = B === -5 =0=h=am

Domacdi zadatak:

1) Izvesti formule za nalazenje sledeéih izvoda

{7 (@), £ (@e)s "+ h/n), (@ + K+ h/n), f* (2 + h/n)}

i odrediti optimalan korak takvog diferenciranja.

2) Neka se vrednosti funkcije mogu odrediti sa ta¢noséu € i neka
je M,, = max|f™(z)|, z € [a,b]. Naéi optimalan korak za numeri¢ko
diferenciranje po formuli (é¢vorovi su ekvidistantni).

f(xy) = 3f(wp) +4f(@pg1) — f(wpg2)]

[
2h
ResSenje:

2) R=h*M; + £

4
R(h) = 2hMy — — =0 = 13 = =,
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Postavlja se pitanje da li je u opstem slucaju moguce izvesti ,,na-
jbolju” formulu za odredivanje izvoda u obliku:

F1(2) = 3@+ bik) + axf(e + bh))

ResSenje: Pretpostavimo da je ovaj problem normalizovan, tj. da
je |bo — b1| = 1. Primenimo TAYLORovu formulu tako da ostatak bude
oblika O(h"), pri cemu je r §to je moguée vece. U tom slu¢aju imamo
da je ostatak najmanji moguc.

f'(@)
1!

L)
2!

F) gy 4 220D g sy

F@) = 7 |ar(f() + 3

. (b1h)" +

00 + ax(fe) + Lyt L3 ean? + Z5E a4 00
Iz poslednjeg dobijamo da je

£ = DT 1) 4 (b + asha) (@) + 0 (2)

]; (alb3—|—a263)f”’( )+ fw(fl)( 1h> fw(€2)( )}

Da bi leva strana bila ,,jednaka” desnoj zahtevamo da je
a; = —ag, bl — b2 = 1, bl = —bg, 2a1b1 =1
tJ a1 = —Qg9 = 1, bl = —bg = 1/2

Dakle, najbolja od ,,dvotackastih” formula za izracunavanje izvoda

a1 + as

h
+

je

4
f'(xo) = % (f (ZL'—F%) —f (x— g)), a greSka Ry = 23h 4'M

Napomena: J. M. AsH i R. L. JONES su pokazali da je u klasi
,,trotackastih” formula, polazeci od:

£12) = 3 (@17 + i) + anf(z -+ bh) + sz + bsh),

uz uslov normalizacije min{|b; — ba|, |by — bs|, |b1 — bs3|} = 1, najbolja
ona za koju je

a = 32/120 by =3

ay = —27/120 by = —2

as = —5/120 by =6
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(Ispitni zadatak): Funkcija x +— f(x) tabelirana je sa korakom
h > 0, u ekvidistantnim ¢vorovima xg, x1, T2, T3, 4. Dokazati aproksi-

macije (fy, ~ f(xx)):
a) f'(z0) = 137 (—25fo + 481 — 36 fo + 16 f3 — 3f1)
b) f'(z1) = 57 (=3fo — 10f1 + 18f> — 6f5 + f4)
c) f'(xs) = 5 (fo — 8f1 +8fs — fa)

Resenje: Iskoristimo I NEWTONov interpolacioni polinom:

z | f Af A% A3f Aty

xo | fo | fi—fo | fo—2fi+fo | f3—3fa+3fi—fo | fa—4fs+6f2—4f1+ fo
1 | fi|fe—f | fs=2fc+fi | fa—3fs3+3f2—F1
x2 | fo | fa—fo | fa—2fs+ f2

z3 | f3 | fa—f3
T4 | fa
u=(r—x9)/h

Ni(z) = fo+ (fr = fo)u+ 3 (f2—2f1+f0)(u —u)

%(f3—3f2+3f1 Jo)(u® = 3u® + 2u)

i(f“ —Afs+6fo —4f1 + fo)(u' — 6u’ + 11u® — 6u)
odnosno:
Ni(e) =3 [(h = o)+ 52 — 261 + fo)2u— 1)
+ é(fg —3fy+3f1 — fo)(3u* — 6u +2)
i4(f4 —Af3+6fo —4f1 + fo)(4u® — 18u® + 22u — 6)
Zamenom:

r=2x9=u=0...dobijamo prvu formulu (a)
r =2x; = u=1...dobijamo prvu formulu (b)
r =29 = u=2... dobijamo prvu formulu (c)
Domaéi zadatak: Formiranjem drugog interpolacionog NEW-
TONovog polinoma odrediti iz datih podataka f'(z3) 1 f'(x4).



