
2. KOMPLEKSNOST ALGORITAMA

1. Odrediti kompleksnost problema da li u zadanom grafu sa n čvorova postoji potpun
podgraf sa k čvorova.

Rešenje. Jedan algoritam za rešavanje ovog problema se sastoji u tome što se ispituju
sistematski svi podgrafovi sa k čvorova i što se proverava da li je neki od njih potpun.

Za polazni graf sa n čvorova potrebno je ispitati svih

(
n

k

)
skupova od po k čvorova. Za

veliko n i malo k kompleksnost je polinomska:(
n

k

)
= O(nk).

Za veliko n i k ∼ n/2 kompleksnost je eksponencijalna:(
n

k

)
∼
(

2k

k

)
=

(2k)!

k! k!
∼ 4k

√
kπ

= O(4k).

2. U zavisnosti od prirodnog broja n, uzimajući operacije sabiranja i množenja za ele-
mantarne korake, proceniti kompleksnost izračunavanja vrednosti polinoma:

F (x, y) =
n∑

m=0

m∑
k=0

ak,m−k xkym−k

u datoj tački (x0, y0)∈R2\{(0, 0)}. Koeficijenti polinoma ai,j, za 0≤ i+j≤n, su poznati
realni brojevi i postoji bar jedno ai,j 6= 0 za i+j =n.

Rešenje. Iz zbira:

F (x, y) =
∑

0≤i+j≤n

ai,j xiyj =
n∑

m=0

m∑
k=0

ak,m−k xkym−k,

izdvojimo sabirke:

Φm(x, y) =
m∑

k=0

ak,m−k xkym−k,

koji predstavljaju sumu monoma multistepena m (m = 0, 1, . . . , n). U sabirku Φm(x, y)
se koristi najvǐse m sabiranja i najvǐse (m + 1) · m množenja, tj. sveukupno bm = m2 +
2m elementarnih operacija. Odatle, za računanje vrednosti polinoma F (x, y) se koristi
najvǐse:

n∑
m=0

bm + n =
n∑

m=0

(m2 + 2m) + n =
n(n + 1)(2n + 1)

6
+ n(n + 1) + n =

1
3
n3 +

3
2
n2 +

13
6

n

elementarnih operacija. Sveukupno, kompleksnost problema je reda O(n3).
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3. Neka su dati skupovi polinoma: Pm =
{
P (x, y, z) =

∑
0≤p+q+r≤m

ap,q,rx
pyqzr | ap,q,r∈R

i postoji bar jedno ap,q,r 6= 0 za p+q+r=m
}

(m∈N).

a) Za g ∈ Pm, u zavisnosti od prirodnog broja m, izračunati kompleksnost računanja
g(x, y, z) u tački (x0, y0, z0) ∈ R3\{(0, 0, 0)}.

b) Neka g ∈Pm i neka je formirana vektorska funkcija ~f = (f1, f2, f3) za f1, f2, f3 ∈Pm.
U zavisnosti od prirodnog broja m, odrediti kompleksnost računanja vrednosti diferenci-
jalnih operacija prvog reda:

(i) grad g(x, y, z) =
∂g

∂x
~i +

∂g

∂y
~j +

∂g

∂z
~k,

(ii) rot ~f(x, y, z) =
(

∂f3

∂y
− ∂f2

∂z

)
~i +

(
∂f1

∂z
− ∂f3

∂x

)
~j +

(
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

)
~k,

(iii) div ~f(x, y, z) =
∂f1

∂x
+

∂f2

∂y
+

∂f3

∂z
,

u tački (x0, y0, z0) ∈ R3\{0}.

Rešenje. a) Polinomska funkcija:

g(x, y, z) =
m∑

i=0

( (
ai,0,0 · xi

)︸ ︷︷ ︸
(1)

+
(
ai−1,1,0 · xi−1 · y + ai−1,0,1 · xi−1 · z

)︸ ︷︷ ︸
(2)

+
(
ai−2,2,0 · xi−2 · y2 + ai−2,1,1 · xi−2 · y · z + ai−2,0,2 · xi−2 · z2

)︸ ︷︷ ︸
(3)

...

+
(
a0,i,0 · yi + a0,i−1,1 · yi−1 · z + a0,i−2,2 · yi−2 · z2 + . . . + a0,0,i · zi

)︸ ︷︷ ︸
(i+1)

)

ima pod znakom sume najvǐse ki = 1 + 2 + 3 + . . . + (i + 1) = (i + 1)(i + 2)/2 sabiraka
za i∈{0, 1, . . . ,m}. Pri tom u svakom sabirku ima najvǐse i množenja. Samim tim pod
znakom sume se vrši najvǐse ki · i množenja (·) i ki − 1 sabiranja (+), odnosno koristi se
najvǐse iki +ki− 1 = (i+1)ki− 1 elementarnih operacija za i∈{0, 1, . . . ,m}. Sveukupno,
maksimalan broj elementarnih operacija je dat sumom:

m∑
i=0

(
(i + 1)ki − 1

)
=

m∑
i=0

(
(i + 1)

(i + 1)(i + 2)

2
− 1
)

=
m∑

i=0

i3 + 4i2 + 5i + 2

2
=

m4

8
+

11m3

12
+

19m2

8
+

31m

12
+ 1.

Odatle zaključujemo da je kompleksnost računja vrednosti funkcije g u tački reda O(m4).

b) Kako su za f ∈ Pm parcijalni izvodi:
∂f

∂x
,

∂f

∂y
i

∂f

∂z
polinomi stepena m − 1, to je

kompleksnost računja vrednosti parcijalnih izvoda polinomne funkcije u tački takod-e reda
O(m4). Na osnovu prethodnog kompleksnost računja vrednosti diferencijalni operacija

grad g(x, y, z), rot ~f(x, y, z) i div ~f(x, y, z) je istog reda O(m4).
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4. Neka je data trodijagonalna determinanta:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 c2 0 0 · · · 0 0
b1 a2 c3 0 · · · 0 0
0 b2 a3 c4 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · an−1 cn

0 0 0 0 · · · bn−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

pri čemu ai, bj, ck 6=0 (1≤ i≤n, 1≤ j <n, 1<k≤n). Odrediti kompleksnost algoritma za
računanje trodijagonalne determinante ukoliko se vrši:

a) svod-enje determinante na trougaoni oblik;

b) potpun razvoj determinante1 koristeći datu formulu: Dn = an ·Dn−1− cnbn−1 ·Dn−2

(D1 = a1, D2 = a1a2−b1c2).

Rešenje. a) Prema Gaussovom algoritmu polazna determinanta se transformǐse u de-
terminantu:

(∗) Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 c2 0 0 · · · 0 0
0 a

′
2 c3 0 · · · 0 0

0 0 a
′
3 c4 · · · 0 0

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · a
′
n−1 cn

0 0 0 0 · · · 0 a
′
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

vršeći u n−1 koraka po 2 delenja i 1 sabiranje. Samim tim iz (∗) dobijamo konačni
rezultat Dn = a1a

′
2a

′
3 . . . a

′
n sa n−1 množenja. Sveukupno, maksimalan broj elementarnih

operacija iznosi (n−1) · (2+1)+(n−1) = 4n−4. Kompleksnost algoritma je reda O(n).

b) Razvojem determinante Dn po poslednjoj koloni dobija se navedena rekuretna relacija:

Dn = an ·Dn−1 − cnbn−1 ·Dn−2,

za n ≥ 3. Označimo sa F (n) broj nenula sabiraka koji se dobijaju računanjem dete-
rminante Dn po definiciji. Odredimo prva četri člana niza F (n). Za n = 1 je D1 = a1 i
F (1)=1. Za n=2 je D2 = a1a2−b1c2 i F (2)=2. Za n=3 je D3 =a1a2a3−a1b2c3−a3b1c2 i
F (3)=3. Za n=4 je D4 = a4D3−c4b3D2 =a4(a1a2a3−a1b2c3−a3b1c2)−c4b3(a1a2−b1c2) i
F (4)=3+2=5. Dokažimo matematičkom indukcijom da je F (n) = Fn, gde je Fn n-ti član
Fibonaccijevog niza. Neka je F (n−1)=Fn−1 i F (n)=Fn, tada induktivni korak se dobija
iz Dn+1 =an+1Dn−cn+1bnDn−1, pa je zaista F (n+1)=F (n)+F (n−1)=Fn+Fn−1 =Fn+1. Na
osnovu prethodnog za računanje determinante Dn potrebno je Fn−1 sabiranja i (n−1)Fn

množenja. Sveukupno, koristi se Fn− 1 + (n− 1)Fn = nFn− 1 elemetarnih operacija.
Rešavajući Fibonnacijevu diferecnu jednačinu nalazimo eksplicitan oblik:

F (n) = Fn =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−
√

5
2

)n
)

.

Kompleksnost algoritma je reda O(nCn), gde je C =
1 +

√
5

2
.

1koji predstavlja Laplaceov razvoj determinante
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