Glava 3

Numericka integracija

3.1 Kvadtraturne formule

Numericka integracija se zasniva na integraciji interpolacionih poli-
noma. Naime, ako je f(z) = P,(x) + R,(x), tada je

/bf(x) dm/bpn(x) dz,

dok je greska ovakve integracije R < | f R, (z) dx|.

Pretpostavimo da je funkcija 1nterpohrana LAGRANGEovim inter-
polacionim polinomom. Tada je:

a/bf(x) dr = /b (i G _E{Tﬁ{fjl(ml)ﬁ) dr + /bRn(g;) dr

a

b

= Z{/ 7“ n+1(x jdo fi} + /Rn(x) dz.

Z

Imamo da je vrednost integrala sledec¢eg oblika
b

Y G | A1 C B
(3.1) /f(x)dx_ZAzmeR, gde j A’_/(x—xi)ngﬂ(:vl)d .

a - a
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Formule oblika > A, f; koje aproksimiraju vrednost integrala nazivaju
i=0

se kvadraturne formule. Ako je funkcija f(z) polinom stepena < n,

da je tada R,(z) = 0, a samim tim jei R = 0, te je iz (3.1) za polinome

stepena < n zadovoljeno da je

b
[ f@yds =3 A
° =0

Uzimajuéi da je funkcija f € {1,z,22, ..., 2"} dobijamo sistem jedna-
Cina:

n b2 o (12 n anrl . anJrl n

Lt T TR

iz koga odredujemo koeficijente A;.

U slucaju kada je z¢p = a, x, = b, a ostali évorovi su ekvidis-
tantni, integracijom LAGRANGEovog interpolacionog polinoma dobi-
jamo NEWTON-COTES ove formule.

3.2 NEWTON-COTES ove formule

Neka su zg, x1, ..., z, ekvidistantni ¢vorovi, takvi da je zo = a i
rn, = b. Imamo da je

Tn

Y C
a=f ) L)

:/ (=) - (@ — i) (@ — @ign) - (T — @) dr

(zi —x0) - (¥ — i) (0 — Tiga) -+ (15 — )

zo

o

Uvodeéi smenu x = ¢ + th, pri ¢emu je x; = xg +th (i =0,1,...,n)
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dobijamo

Cth(t—Dhe(t—i+ D)t —i—1)---(t—n)h t—i
Pl = T = ix D=l Gi—nh  |T=
_ tt—i)-(t=n)
= il (—1)i(n ).

gde i! proistice iz prvog dela ¢inilaca, (—1)"%(n — i)! iz drugog dela
¢inilaca.

Zbog poslednjeg i ¢injenice da je h = ”’Ta imamo da je:

A, :/(—1)”‘it(t— 1)---(t—n)hdt

(t —)il(n — )]
(=1 [H(t—1).. . (t—n)
B i!(n—i)!o/ (t —1) dt
_ (b_a>n§!_(;>i_;)! /t(t— 1(i-_~-i()t—"> dt = (b— a)C?

C}' nazivamo NEWTON-COTESovi koeficijenti. Za njih vazi C' = C)_,.
Specijalni Slucajevi:

1) Za n = 1 dobijamo trapezno pravilo (jer imamo dva ¢vora)

1

1
Cg_—/t(t_l)dt_l; Cll_/t(t_l)dt_1
0

t 2 (t—1) 2’
0

koje glasi:

/f(x)dl":%h(fo+f1)+31,
0

za h = b — a koje stoji ispred C7".
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Ako imamo n ¢vorova, uopstavanjem prethodnog dobijamo da je

7f(x)dx:7f(x)dx+7f(m)dx+---+ 7f(x)dm

o

= Sh(fo+ fi)+ GhUh o+ £2) 4 (a4 fa) + R
/ 1
= [ 1@ ds = GhUo+ 204+ fad) 4 S+ R

Sto predstavlja opsSte trapezno pravilo.

Pitanje greske: Kako je greska Lagrange ovog interpolacionog
polinoma R, = %| [L..:(x)| tada ¢e ukupna greska biti suma gre-
Saka na pojedinim segmentima. Integralna greska za polazni slucaj

1Znosi

1

M.
R1:2—'2 /(x—:co)(x—xl)dac smena: x = xg + th
s
M. / M.
_ 243 2 _ _ 72,3
= 2!h /(t t)dt 12h,

0

odakle nalazimo da je ukupna greska R, za gornji niz zbira integrala
3
R = anth , a kako je b’Ta = h imamo da je greska metode
Myh?
12

R=(b—a)

2) Za n = 2 dobijamo SIMPSONovo pravilo:
2 2
1 [ ft—1)(t—-2) 1/ 1 2
Ci = - dt =— [(#®=3t+2)dt =—-=C3; Ci=7Z
4 / t i) 2) 6 2 '3
0

0

odakle sledi da zbog b_Ta =h < b—a=2hvazi da je:

/ f(x) de = 2h <%fo Yo+ %f2> ¥Ry = o (fo+afi+ )+ R
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Ako je dato 2n + 1 ¢vorova, i to xg, 1, ..., To,, deljenjem na integrale
gornjeg tipa dobijamo Opstu SiMPsONovu formulu:

/f(iﬁ) dx :g(fo +4f1+ fo) + %(ﬁ +4f3+ fi)

h
+ -+ §<f2n72 +4fon-1+x2n) + R

:g(fo +4(fi + fa+ -+ fono1)
+2(fo+ fa+ -+ fon2) + fon) + R

Pitanje greske: Za jedan segment imamo da je:

% /(m —xg)(x — 1) (T — x2) dx

o

Ry =

_ Mé”f /t(t )t —2)dt

0

Y 2

:3—‘3# /(t3—3t2+2t) =0
‘ 0

= R = 0, Sto je nemoguce, jer su funkcija f i njen interpolacioni
polinom razliciti! Dobijeni rezultat R = 0 znaéi da je formula tacna i
za polinom stepena 3, te ¢e greska biti cetvrtog reda. Dakle, imamo
da je

M| T
= 2—44 /(x —20)%(z — 1) (7 — 32) d)| =

Zo

My h?

Fa 90

odakle dobijamo da je ukupna greska izvedene formule

(b—a) 4
R=-—"h"M.
180 !
Kod odredivanja integrala ukupna tj. totalna greska je R =
Ry + 1, gde je greska r greska racuna i ona iznosi r = &,.(b—a), a Ry
greska metode.
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Kod trapeznog pravila imamo da je r = nh %10*’“, ako se radi sa
k decimala, pri ¢emu je €, = %10"“, a kako je nh = b — a dobijamo da
jer=(b—a)3107",

Kod SiMPSON ovog pravila iste su formule za r kao kod trapeznog
pravila. (Izvesti za domadi).

3.3 RUNGEova ocena greske za procenu
greske metoda

U opstem slucaju greska NEWTON-COTESovih formula ima oblik,
za korak tabeliranja A i funkciju f:

Simpson: RM(f) = 2 Mh*

RY(f) = elb— a)Mh" { Trapezna: R'(f) = %22 M,h?

180

Vidimo da se greska integracije smanjuje ako se smanji korak h. Neka
je integral I funkcije f izracunat za dva koraka hy i ho istom metodom,
pri ¢emu je h; < hy. Imamo da je:

RM(f) = c(b—a)M,h} | Za neku odabranu NEWTON-COTESovu
R (f) = c(b—a)M,h} | formulu i fiksirano n

Imamo da je:

RM(fy=1—1, \ In, I, suizracunati nekom
R (f)=1—14, | kvadraturnom formulom

Iz gornjeg sledi:
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Zbog pozitivnosti greske vazi da je:

_ |Ih1 — Ih2|

(£~

R™(f)

Dakle, gresku metode za odredeni korak h; ne moramo racunati
pomoc¢u maksimuma izvoda, nego ,,uporedivanjem” razlike vrednosti
dobijenih integrala za taj korak i za veci korak hy. NajceSce se greska
smanjuje, do postizanja potpuno zadovoljavajuceg resenja, duplim sma-
njivanjem koraka. U specijalnim slucajevimagreske RUNGEa imaju ob-
lik:

Simpson: R(f) = Trapezna: R(f) =

Napomena: Podelu ,,usitnjavamo” sve dok konacna greska ne bude
manja od unapred zadate greske metode.
1
Zadatak 1. Koriste¢i SIMPSONovu formulu izracunati [ cos(z?) dx
0
sa tacnoséu R = 0.5 x 1074, radeéi sa 5 decimala.
ResSenje:

RT =Ry + 7, gde je rgp = 2(1 —0)1075 te je

1
2
Ry = RY —rp = Ry = 0.0005 — 0.00005 = 0.00045

Dakle, Ry; = 4.5x107*. Osnovno pitanje je koliko je korak h. Uzmimo
da je h = 0.1, a zatim h = 0.05 i primenimo RUNGEovu ocenu greske.
(Racunamo u rad - radijanima).
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h=0.1 hy = 0.05
T Yo, Yok Yok—1 Yok T Yok—1
0 1 0.05 | 1.00000
0.1 0.99995 0.15 ] 0.99995
0.2 0.99920 0.25 ] 0.99805
0.3 0.99595 0.35 ] 0.99251
0.4 0.98723 0.45 | 0.97957
0.5 0.96891 0.55 | 0.95460
0.6 0.93590 0.65 | 0.91207
0.7 0.88233 0.75 | 0.84592
0.8 0.80210 0.85 ] 0.75015
0.9 0.68950 0.95 ] 0.61965
1.0 | 0.54030 > 19.05247
> | 1.54030 | 4.53664 | 3.72443

0.1
I, = ?[1.54030 +4 x 4.53664 + 2 x 3.72443] = 0.90452

0.05
I, = =5~ [1.54030 + 4 x 9.05247 + 2 x 8.26107] = 0.90454

Uoc¢imo da umanjenjem koraka svi ¢vorovi iz prethodnog dela postaju
¢vorovi sa parnim indeksom u narednom! Imamo da je za drugu tabelu

Z 4.53664 + 3.72443 = 8.26107

Y2k

Procena greske RUNGEovom metodom:

0.90454 — 0.90452
Ry, = T =13%x10°%<45x%x10™*

Dakle, postignuta je tacnost, te je:
I ~0.90454

*Maple daje rezultat I ~ 0.9045242448***
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3.4 GAusove kvadraturne formule

Formule oblika

b n
/ f@)de = Y A (e

nazivamo kvadraturnim formulama.

Koeficijente A; odredujemo tako da formula bude taéna za poli-
nome §to je moguée veéeg stepena. Zamenom f € {1,z,2% ..., 2"}
dobijamo koeficijente Ag, Aq,..., A,. Greska je tada:

b

R</ Mn+1
—J) (n+1)!

a

(x —x0)...(x —x,)| d.

Ako se uoéci da je dobijena formula ta¢na i za 2", ... "% a da
ne vazi za "1 tada je greska

= /n+nl:k—i—fll x_xo)kJrl(x_xl)"'(x_xn) dr.

Formule oblika

1

/ J)de = 37 Auf (@) + alf),

-1

gde su z; (1 =1,...,n) nule LEGANDREovog polinoma n-tog stepena

((xz . 1)n)(n)

nazivamo GAUSSovim kvadraturnim formulama i pri tome je

22n+1 <n|>2 2
a(f) = (2n +1)! ((2n)!> Mon

1

La(a) = 5
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Napomena: Ako imamo integraciju na intervalu [a,b], a Zelimo
da primenimo GAUSS kvadraturne formule, prvo uvodimo smenu:
a+b L b—a

2 2

Tr =

t, te[-1,1]

Zadatak 2. Izvesti formulu za unmericku integraciju oblika

/hf )dr = Af( )+Bf<%>+R(h)

tako da bude tac¢na za polinome Sto viseg stepena. Proceniti gresku
integracije R(h).

Resenje.
flx)=1:A+B=h
3 1
= :B:— A:—
flx)y==z 4h=> 4h

Formula glasi

h
2h
—h —h
[ #twyas = Jnso)+ 50r (5)
0
Provera za gresku:
' 3, 4h* R* b
— 2 [ — — [— _— = —
fo)=ag =gh- 5= 3=3
h4 2h4
pum— 3 —_—

Dakle greska je treceg reda:

R() g/h% ((x—0)2 (x—%)) iz —




