Glava 1

Interpolacija

1.1 Interpolacija

Osnovni problem interpolacije je egzistencija funkcije koja u tacka-
ma 1z, ima zadate vrednosti fi. Tacke (xy, fx) nazivamo ¢vorovima
interpolacije, a funkciju f interpolacionom funkcijom. Zbog jedin-
stvenosti polinomske funkcije, koja zadovoljava polazni uslov, najcesséa
intencija je da se formira funkcija polinomskog tipa koja interpolira po-
laznu funkciju.

Teorema 1. Neka je funkcija f zadata u n + 1 évorova (xg, fi), k =
0,1,...,n. Tada postoji jedinstven polinom oblika

(1.1) Pu(z) = apz" + ar1x™ t + - 4 ap 1@+ ap, (o < 21 < ... < 2p)
takav da je

(1.2) P,(xy) = fx

Dokaz. Ako u jednokosti (1.1) zamenimo uslove (1.2) dobijamo sistem
jednacina za odredivanje koeficijenata ag, aq, . .., a,, koji glasi

Yt a1z 4 an = fo

-1
apx + a1z + -+ an—1z1 +an = fi

apxy + ar1xy

—1
apry + arxy A+ A+ ap_1Ty + an = fn
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odnosno u matri¢nom zapisu

xy mg_l oo 1 ao fo
xl 33711_1 ooz 1 al f1
L R A | an fn

Kako je determinantna ovog sistema VANDERMONDova, koja ima
n
vrednost [ (x; —z;) # 0, sistem ima jedinstveno resenje, za koefi-
1,j=0,i>]
cijente trazenog polinoma.

1.2 LAGRANGEoV interpolacioni polinom

Neka je funkcija f zadata u tackama zg,zq,...,z,, vrednostima
fo, f1s- -y fu, Pri Cemu je xg < 21 < ... < T, (n+ 1) puta diferencija-
bilna.

Posmatrajmo pomoc¢ne funkcije:

Moii(2) = (2 — 2o)(x — 21) -+ (& — )

I, () = (25 — w0) (v — 21) o (2 — wia) (T3 — Tiga) - (23 — 2)

kao i funkciju

. ]. Hn+1(x)
ple) =5 i 04 (i)
Lako se uocava da je p;(zx) = 0 za i # k, odnosno p;(zx) = 1, zai = k.
(Odnosno: p;(xy) = dir)

Funkcija
(1.3) P,(z) :sz(iﬂ)fz = L,(z), gdejei=0,1,...,n
i=0

ima osobine da je P, (zx) = fx, (k =0,1,...,n), §to znaci da jednakost
(1.3) predstavlja interpolacioni polinom funkcije f, koji nazivamo LA-
GRANGEovim interpolacionim polinomom.
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1.3 Opsta formula za gresku interpolacije

Postavlja se pitanje greske pri izracunavanju vrednosti funkcije u
nekoj medutacki  pomocu njenog interpolacionog polinoma.

Definicija 1. Greska interpolacije je definisana izrazom
Ry(z) = f(x) = Pa().

Teorema 2. Greska interpolacije funkcije f koja je (n 4 1) puta
diferencijabilna ima oblik:

M,
T (2)

|Ru(z)] < m

gde je M, 11 = m[a)b(] |f7(¢)], ede je a = min{z,z0}, b = max{z, x,}.
t€la,

Dokaz. Posmatrajmo pomoé¢nu funkciju

I 41(s)

T ) = Pule)

(1.4) p(s) = f(s) = Puls) —

gde je x # z, (ako je x = xy, greska je 0).

Nije tesko uociti da su xg,x1,...,z,, kao i tacka x, nule funkcije ¢(s),
jer je f(xr) — Py(zr) = 01 I,41(xg) = 0. Dakle, ¢(s) ima (n + 2) nule,
odakle na osnovu ROLLEove teoreme o srednjoj vrednosti zaklju¢ujemo da
postoji € za koje vazi

(1.5) min{zg, x} < ¢ < max{z,,z}
i za koje je
(5) P (e) = 0.
Diferenciranjem jednakosti (4) po promenljivoj s i to (n + 1) put dobi-
jamo da je

 (n+1)!
g1 ()

jer je P,gm'l)(s) = 0 (polinom stepena n) i Hgﬁ;l)(s) = (n+ 1)! (polinom

stepena (n + 1) sa vodeéim koeficijentom jednakim 1).

(1.6) P (s) = f(s) (f(x) = Pa(2))
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Zamenom s sa ¢ iz (6) dobijamo, zbog (5’) da je

B f(”+1)(g)

= mnn—i-l(x)

Kako je |f("*D(¢)| < M, tvrdenje je dokazano.

Napomena: Postavlja se pitanje da li tacka x u kojoj izracunavamo
vrednost funkcije mora biti na intervalu [zg,x,]. Odgovor je ,NE”.
Ako je tacka unutar intervala rec¢ je o interpolaciji, a ako je tacka van
intervala rec je o ekstrapolaciji. U slu¢aju interpolacije jednakost (1.5)
postaje g < € < xz,. Udaljavanjem tacke x od intervala povecava se
greska racunanja vrednosti funkcije.

1.4 Konacne razlike funkcije

Definisimo konacne razlike prvog reda (funkcija je zadata é¢vorovima

(ks fr)):
Afi= fix1— fi

Konacne razlike viseg reda definisemo induktivno:
II reda: A%f; = A(Af)) = A(fir1 — fi)
=Afip1 —Afi = fiya —2fipn + [i
III reda: A3f; = A(fipo — 2fii1 + i)
= firs = fiva = 2fiva + 2fisa + firn — [
= firs = 3fira + 3fi1 — [i

n-tog reda: A"f; = A(A" 1 f;)

Osobine konac¢nih razlika:

1) A(fe = f3) = Af — Af;

2) A(C- fr) =C-Afy

Definisane konacne razlike neki autori nazivaju i konac¢nim raz-
likama unapred. Konacne razlike unazad, u iznaci V* f; mogu se defin-
isati pomocu navedenih, sa V¥ f; = A*f; ;. te je u pitanju samo druga
notacija.
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1.5 NEWTONovi interpolacionu polinomi

Neka je funkcija f zadata évorovima (zy, fi) koji su ekvidistantni,
tj. xiH—xi:h,i:O,.‘.,n—l‘

I NEwTONoOV interpolacioni polinom je polinom oblika:

P,(x) = ap+ a1(x — z9) + az(x — o) (x — x1)

(1.7) +oFag(r—x0) - (x— 1),

gde su ag, ay,...,a, koeficijenti koje treba odrediti. Kako mora VaOZiti
P,(x) = fr. Uzimajuéi da je x = xy dobijamo da je ag = fy = %!h’f?.
Nastavljajuéi postupak za x = z; imamo da je ag + ai(x1 — x¢) = f1

odakle zbog x1 —x¢y = h dobijamo da je a; = fl;fo, odnosno a; = ?!lhﬁo.

Slicno za x = x5 nalazimo da je f0+%(:v2—a:0)+a2(x2—xo)(x2—xl) =
fo odakle imajuéi u vidu da je x9 — g = 2h i x5 — x1 = h dobijamo da

je as = fQ_;{:;HO = A;L’;O. Indukcijom dobijamo da je:
_ A"
I = e

Dakle, I NEWTONovV interpolacioni polinom ima oblik:

Al A?
Nif@) = fo+ 5w —a0) + 5200 — ag)(a — )
—I—---+Anf0(z—:)s Yoo (= xpq)
n'hn 0 n—1
odnosno, uvodeci smenu *=5* = u, imamo da je:
Al A? A"
Ni(z) = fo+ 1;f0u+ Q‘f()u(u—l)+- ot n‘fou(u—l) o (u—n+1).

Napomena: N;(z) je dobro primeniti u slucaju kada se tacka = nalazi
u prvoj polovini intervala [xg, z,,].

IT NEwTONoOV interpolacioni polinom je oblika:

P.(x) = ap+ ar(z — z,) + as(x — x,) (x — Tp_q)

(1.9) e dap(z—xy) (T —3),
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gde su ag,ay,...,a, koeficijenti koje treba odrediti. Uzimajuéi da je
r = x, dobijamo da je ay = f,, zatim za r = x,_; nalazimo da je
2
a; = Alf’é;l. Za x = x, o dobijamo da je ay = A2{}7;2. Indukcijom
zakljucujemo da je a, = %
Dakle,
A1fn—1 Aan—2
Ni(z) = fu + W(x —xz,) + W(m — ) (v — Tpq)
An
+- 4 fo(x—xn)~--(x—x1),

nlhn

odnosno uzimajuci smenu v = #=*= dobijamo da je:

Alf,y  Af,
Nii(z) = fot 1f' Lot ; QU(U+1)+...+

Postavlja se pitanje greske kod NEwWTONovih interpolacionih polinoma?
Greska je ista kao kod uopstene interpolacije. Ako nije poznat anal-
iticki oblik funkcije tada izraz f™+1(¢) treba zameniti sa %, gde
je A"T1(€) maksimalna vrednost, po apsolutnoj vrednosti, kona¢ne ra-
zlike (n+1) reda.

A" fo
n!

v(v+1) .- (v+n—1).

1.6 Tablice konac¢nih razlika
i greSke u njima

Pretpostavljamo da je tabeliran polinom n-tog stepena. Tada kona-
¢ne razlike reda n+1,n+2, . .. moraju biti 0, jer bi u suprotnom polinom
n-tog stepena mogao da se aproksimira polinomom veéeg stepena od
n, $to je nemoguce.

Zadatak: Polinom ps(x) tabeliran je na slede¢i nacin:

x -3 | =2|-=1|0|12 ]34 5
ps(z) || —20 | =5 | 1 [ 1|4 |15]40 |85 156

Ako se zna da je jedna vrednost pogresno izracunata, odrediti taj
podatak i odrediti polinom ps(z).

Resenje: Konac¢ne razlike funkcije predstavljene su u sledecoj
tablici
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z | ps(z) Aps A’ps | A’ps | A'py
-3 =20 15 -9 3 6
—2 -5 6 —6 9 —4
—1]0—1|1«—0]|2«<3|6«<5 1
0 1 3 8 6 0

1 4 11 14 6 0
2 15 25 20 6

3 40 45 26

4 85 71

) 156

Pretpostavljamo da je tablica za x = 0 i x = 1 tacna jer je A'ps =
0. Na dobijene nule uti¢u vrednosti ps3(x) u tackama 0,1,2,3,41 5 te
pretpostavljamo da su one tacne.

Prva vrednost funkcije koja utice na dobijenu jedinicu u poslednjoj
koloni je vrednost u tacki x = —1 i pretpostavljamo da je ona netacna.
Ispravljajuéi unazad tablicu dobijamo da je p3(—1) = 0. Tako ispra-
vljeno dobijamo da je

v | p3(z) | Aps A’ps | A’ps | A'ps
-3 —20 15 | =10 6 0
2| =5 5) —4 6 0
—1 0 1 2 6 0

0 1 3 8 6 0

1 4 11 14 6 0

2 15 25 20 6

3 40 45 26

4 85 71

) 156

Formirajmo NEWTONov interpolacioni polinom

Ni(x) ==204+15(x +3) = 5(z+3)(z +2) + (z + 3)(x + 2)(z + 1)
=920+ 152 +45 — 522 — 252 — 30+ 2° + 62> + 11z + 6
=2° + 1% + 1 = p3()
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1.7 Pitanje inverzne interpolacije

Postavlja se pitanje odredivanja originala, ako je poznata vrednost
funkcije. Sustina je da se iz interpolacionog polinoma izvede iterativni
proces koji konvergira.

Zadatak: Funkcija y = f(x) data je tablicom. Odrediti x za koje

je fz) = 2.

ResSenje:

k| o Jr A fr A% fy AP fy
010.75 | 2.11700 | 0.22265 | 0.02335 | 0.00253
1] 0.85 ] 2.33965 | 0.24606 | 0.02588 | 0.00272
2 10.95 | 2.58571 | 0.27194 | 0.02860

3| 1.05 | 2.85765 | 0.30054

41 1.15 | 3.15819

Kako 2 € [1.191554,2.11700] = x € [0.65,0.75] te ¢emo uzeti I

NEWTONov interpolaiconi polinom za h=11iu = 159165,

0.20146 0.02119 0.00216
{7

Ni(x) =1.91554+ T (u—1)+ 3l

ufu—1)(u—2) =2

Formirajmo iterativni proces:

1 0.02119

.0021
U= 2 —1.915564 — — 0.00216
0.20146

u(u — 1) u(u —1)(u — 2)

odnosno u = 4.96376[0.08446 —0.00106u(u—1)—0.0036u(u—1)(u—2)].

Polaze¢i od uy = 0 dobijamo niz iteracija

wy = 0.41924;
uy = 0.43136;
uy = 0.43146;

ug = 0.43146 = = = 0.1u 4 0.65 = = = 0.69315

Napomena: Ovo je prakti¢no tablica funkcije f(x) = e*, dok je
vrednost izraza In 2.



