6. POLJA GALOISA

1. U aditivnoj grupi Zg = (Zs, +¢) odrediti ciklicne podgrupe.

ResSenje. Formirajmo tablicu aditivne grupe Zg = (Zg, +4):

+6

QL = W NN = O O

Tt = W N = O

S O = W N ==
= O Ot e W NN
N = O Ot s W W
W N R OOt ]
U N R N | B

Iz tablice aditivne grupe Zg zakljucujemo da je posmatrana grupa izomorfna cikli¢noj
grupi Cg. Buduéi da podgrupa ciklicne grupe moze biti samo cikli¢na, imamo redom

sledece ciklicne podgrupe:

0
1
2
3
4

{
{
{
{
{
(5

) =
) =
) =
) =
) =
) =

{0}, +6) = Cy,
{0,1,2,3,4,5}, +¢) = Ce,
{0,2,4,}, +6) = Cs,
{0,3}, +¢) = C,,
10,2,4}, +¢) = Cs,

(
(
(
(
(
({0,1,2,3,4,5}, +¢) = Cs.

2. Nad GF(2) odrediti sve ireducibilne polinome stepena 2 i 3.

ResSenje. Polazeéi od Zy = GF(2) primetimo da su polinomi stepena jedan dati kao
polinomi z i x + 1. Oni su ujedno i ireducibilni polinomi. Svi polinomi stepena dva sa
koeficijentima iz Z, su dati slede¢om tablicom:

22 4+0-
22 4+0-
2 +1-
224+ 1-

(1)

r+0 =22
r+1=2a%+1,
r+0=2%+2,
r+l=242+1

Formirajmo sve polinome stepena dva pomocu polinoma stepena jedan:
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T-T =",

(2)

r-(r+1)=2+ux,

(x+1)-(z+1)=2*+1.



Na osnovu (1) i (2) zaklju¢ujemo da je polinom x?+z+1 jedini nesvodljiv polinom drugog
stepena. Svi polinomi stepena tri sa koeficijentima iz Z su dati slede¢om tablicom:

22 +0-22+0-2+0 =23,
24+0-22+0-c+1=2%+1,
2+0-22+1-24+0=2%4+1,

(3) 24+0-2?+1l-o+1=234+a+1,
2 4+1-224+0-24+0=2%4+ 22,
24+1-22+0-2+1=234+22+1,
P4+ 1-2241-24+0=03 422+ 2,
B4l +lo+1=+2 42+ 1

Formirajmo sve polinome stepena tri pomoc¢u polinoma stepena jedan i svih polinoma
stepena dva:
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(22 41) = 2% +x,

(2 +z) = 2 + 2,

- (x? —i—x—f—l)—x —i—xZ—i—x,
1) 2% =23 + 2%,
D-(@*+1)=a*+22+x+1,
1) (2* +x) =2% +1z,

(2 +z+1) =23+ 1.
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Na osnovu (3) i (4) zaklju¢ujemo da su polinomi 2% +x +1 i 23 + 2%+ 1 jedini ireducibilni
polinomi treceg stepena.

3. Nad GF(3) odrediti sve ireducibilne polinome stepena 1 i 2.

Resenje. Polazeéi od Z3 = GF(3) primetimo da su polinomi stepena jedan dati kao
polinomi z, x4+ 11 x4 2. Oni su ujedno i ireducibilni polinomi. Svi polinomi stepena dva
sa koeficijentima iz Z3 su dati slede¢om tablicom:

224+ 0-24+0 =22,

240 x+1=22+1
22 4+0-2+2=2%+2,
2?4+ 1-2+0=2%+z,

(1) 2+l c+1=a?+z+1,
P?+1l-x+2=22+1+2
22+ 2-240=2%+ 2z,

22 +2-c4+1=a>+22+1,
2242 c4+2=2>+22+2.

Formirajmo sve polinome stepena dva pomocu polinoma stepena jedan:
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Na osnovu (1) i (2) zakljucujemo da su polinomi 22 + 1, 2% +x + 2 i 2% + 2z + 2 jedini
ireducibilni polinomi drugog stepena.

4. TIspitati da li je polinom z* + 22 + 1 svodljiv nad poljem GF(4). Odrediti nule ovog
polinoma u istom polju.

Resenje. Konstruisimo polje GF(4). Primetimo da polinomi stepena ne veéeg od 1 sa
koeficijentima iz GF'(2) su 0, 1, z i = + 1. Ispisivanjem svih moguéih faktorizacija:

T-r=2x
r-(z+1)=2+x
(r+1)-z=2>+2z
(z+1)-(z+1)=2+1
zaklju¢ujemo da je polinom Q(z) = z? + x + 1 nesvodljiv. Ako ozna¢imo a = x i

B =z + 1, tada formirajmo po modulu nesvodljivog polinoma @Q(z) CAYLEYevu tablicu
operacija @ 1 ©:

&0 1 a p |0 1 a g
0/0 1 a p 0/0 0 0 O
111 0 0 « 110 1 a f
ala g 0 1 all0 a 1
B|lB a 1 0 610 68 1 «

Primetimo da su (GF(4),®) i (GF(4)\{0}, ®) cikli¢ne grupe. Dalje koristimo za & i ®
uobicajne oznake + i -. Polinom P(z) = x* + 22 + 1 je svodljiv jer vazi:

P(x) =a'+2°+1 =o'+ + 12 422" 2®+ 22" 17+ 22717 = (2 +2+1)% = Q(2)*.

Iz tablice:
1|z |22 |Qx)]| Px)
171010 1 1
111 1 1
1| a| g 0 0
11 8| « 0 0

zakljuéujemo da polinom P(z) ima dve nule u tom polju: 27 = a i x9 = (.

9. U multiplikativnoj grupi polja GF(8) odrediti elemente koji su sami sebi inverzni
(reprezentovati GF(8) kao algebru polinoma po modulu nesvodljivog polinoma z® +x + 1

u GF(2)).

Resenje. I nacin. Multiplikativna grupa polja GF(8) je ciklicna grupa sa 7 elemenata:
Lz, x+1, 2% 22 +1, 22+, 22 + 2 + 1. Svi elementi sem jediniénog elementa 1 te grupe
su reda 7. Odatle je jedini¢ni element 1 jedini sam sebi inverzan.



IT nacin. Glavna dijagona CAYLEYjeve tablice multiplikativne grupe je data slede¢im
zapisom:

® 1 =z z+41 z? 2’ +1 2+ 2 +ar+1
1 1 =z x+1 x? > +1 2242 22 +x+1
T r a2’

z+1 r+1 41
x? x? >+

2+ 1 r?+1 > +r+1

?+u >+ z

?+r+1 |22 +x+1 r+1

Odatle jedinicni element 1 te grupe je jedini sam sebi inverzan.

6. Neka je dato polje GALOISA GF(m). Odrediti dva medusobno razli¢ita polinoma nad
posmatranim poljem koji imaju iste vrednosti za svaku vrednost nezavisne promenljive.
Neka su Py (x) i @, (x) dva proizvoljna polinoma nad poljem GF(m) stepena k i n respek-
tivno, pri ¢emu je ispunjeno: m > max{k,n}. Dokazati da su polinomi Py(z) i Q,(z) sa
jednakim koeficijentima ako i samo ako imaju iste vrednosti za svaki element z € GF(m).

Resenje. Buduéi da je multiplikativna grupa polja GF(m) ciklicna vazi: 2™ ' = 1.
Odatle polinom P,,(z)=2" 1 Q1(x) =2 imaju iste vrednosti za svaki element z € GF( ).
Dalje neka su Py(x) i @,(x) dva proizvoljna polinoma nad poljem GF(m) stepena k i
n respektivno, pri ¢emu je ispunjeno: m > max{k,n}. Ako su polinomi Py(x) i Qn(x)
sa jednakim koeficijentima tada oni imaju iste vrednosti za svaki element x € GF(m).
Obratno neka je ispunjeno: Py(z) = Qn(x) za svaki element z € GF(m). Tada ako
polinomi Py(z) i Q,(x) nisu sa jednakim koeficijentima posmatrajmo nenulti polnom
H(z) = Pi(x) — Q,(x) koji ima m nula jer ga anuliraju svi elementi x € GF(m). Odatle je
H(z) = Py(x) — Qn(x) sa jeden strane stepena m, a sa druge strane je stepena max{k,n}.
Buduéi da je m > max{k,n} svodjenjem na kontradikciju dokazano je tvrdenje.

7. Dokazati savrsenost sledeéeg linearanog koda u Zs:

000111222
012012201 2
02121010 2
0122011220

(kodne reci su odredene kolonama). Odrediti generatorsku matricu koda.

Resenje. Neka je A = Z3 = {0,1,2} i neka je kod C koji se sastoji od prethodno
odredenih kodnih rec¢i A; = (ay;, ag;, asi, as) € A* (i = 1,...,9). Navedene kodne reci
ispunjavaju uslov:

(i, j) d(Ai, A;) =

4



jer se svake dve rec¢i koda C' razlikuju na tacno 3 pozicije. Dalje, neka je kodna reé¢
A, = (ay;, ag;, as;, ay) v kugli K; = K[A;,1] sa centrom u kodnoj reci A; i poluprecnikom
1 (:=1,...,9). Tada svaka kugla K; obuhvata:

2 + 2 4+ 2 4+ 2 4+ 1 =9
(ay,#a1)  (ag#azi)  (ag#as)  (ay#as)  (A=A))

raznih reci (i = 1,...,9). Odatle, na osnovu ¢injenice da vazi:
9
K| =9-9=81=23"=|4",
i=1

zakljucujemo da je linearan kod C savrsen. Buduéi da su kodne reci As = (0,1,2,1)
i A3 = (0,2,1,2) linearno nezavisne tada jedna generatorska matrica linearnog koda C
data na sledeé¢i nacin:

M= [ 0121 ] _

0 21 2



