11 GLAVA

1.Numeriéka integracija

- Numeri¢ka integracija se zasniva na integraciji interpolacionih polinoma Pn(x).Naime,
ako je f(x) = Py(x) + Rn(x), tada je j: f (x)dij: P.(x)dx, dok je greSka ovakve integracije

R=["R(x)dx.

*)Pretpostavimo da je funkcija interpolirana Lagrange-ovim interpolacionim
polinomom.Tada je:

[[f(x)ax=] ( n)+111:2(xi) finx+j:Rn(x)dx=

-3 J'b(x T;*ll_l(,iz()(i)dx- fi+I:Rn(x)dx

Odnosno:

*) j Af +R,za A= j ”*1(,)() dx.Formula oblika)_ A f, koja
)H n+1(x) i=0

aproksimira vrednost integrala naziva se kvadraturna formula. Imajuéi u vidu da ako je

funkcija f(x) polinom stepena <n, da je tada Ry(x) = 0, asamim tim je i R =0, te je iz *)

. : i} b n
za polinome stepena < n zadovoljeno da je j f(x)dx=> Af.
a i-0
Uzimajuéi da je funkcija f € {1,x,x’,...,x"} dobijamo sistem jednatina:

2 2 n+l n+l
b_ +_a+ n

b-a=d AT 2T AN > AR,

n+1 :i
iz kog odredjujemo koeficijente A;.

*)U slucaju kada je xo = a, X, = b, a ostali évorovi su ekvidistantni, integracijom
Lagrangeovog interpolacionog polinoma dobijamo Newton-Cotes-ove formule.
Prethodna pric¢a se odnosila na integraciju Lagranzovog interpolacionog polinoma.
Integracijom nekih drugih interpolacionih polinoma mogu se dobiti razne integracione
formule.



2.Newton — Cotes-ove formule

Neka su Xo,X1,...,Xn €kvidistantni ¢vorovi, takvi da je Xxo =a i X, = b.

e Ma(x) . X ) (X=X )+ (x=X,) y
Ai_J. (X X)Hn d I X_X XH)(Xi—X”l)'-(Xi—Xn)d

+1

Zamenjujuéidajex=xp+thzate {0,1, 2,..., n} proizvoljno da bi obuhvatili sve ¢vorove,
axi=Xo+ih(i=0,1,...,n) dobijamo

(%) th-(t-1)h--(t—n)h " ‘t—i . o del
i(X)=——2 - = | Il — proistiée iz prvog dela
ih-(i=L)h-(i=n)h e, -l _ ¢inilaca u imeniocu
t(t=i)--(t-n) (-1)""(n-i)! — proisti¢e iz drugog dela

:(t—i)-i!-(—l)”_i(n—i)! ¢inilaca

Zbog poslednjeg imamo da je:

A :j”(_l)n_lt(t_l)"'(t_”) hdt=  —>hdt=dx,

0 (t.—i)-i!-(n—i)!
e R
B e S

A=(b-a)C/ , gdesu C Newton-Cotes-ovi koeficijenti.Za njih vazi C"=C;
Specijalni slucajevi:
1) Za n=1 dobijamo trapezno pravilo (jer imamo dva ¢vora)
t t 1 t(t-1
- jl )dt—l; ci=[ (=D g1

2 o(t-1) 2

koje glasi:
J‘Xl f (x)dx =%h( f,+ f,)+ R, , h = b-a koje stoji ispred C

Ako imamo n-évorova,uopstavanjem prethodnog dobijamo da je
IXX" f(x)dx:J'XX1 f(x)dx+ XXZ f(X)dx+---+ XX" f(x)dx =
=%h(f0+ f1)+1h(f1+ f2)+~-+%h(fn_1+ f.)

1
:>I 2 (fo+2(f+-+f)+f)+R

Sto predstavlja opste trapezno pravilo.




Pitanie greSke: Kako je greSka Lagrange-ovog interpolacionog polinoma

Rn_ n+l 11
(01

segmentlma. Integralna greSka za polayni slué¢aj iynosi

n+1

‘ tada ¢e ukupna greSka biti suma greSaka na pojedinim

R, :%J:(x—xo)(x—xl)dx‘: ,smena: X = X, +th
= 2h3j(t t)dt‘ 2h3
%/_/
%

3 —
Zato je ukupna greSka R, za gornji niz zbira integrala R=n Mlzzh ,a kako je b-a =h
n

M ,h?

imamo da je greSkametode R=(b-a) 12

2) Zan = 2 dobijamo Simpsonovo pravilo:

L f(t-1)(t-2) , 12 1 _ 2
ngzjofdtzzj‘o (t2—3t+2)dt:g:C22 ,C12:§

Odakle sledi da je zbog b—Ta =h<b-a=2h

jx" f(x)dx= Zh(% fy +§ f, +% fzj = %( f,+4f,+ f,).Upros¢avanjem dobijamo da je:

Ako je dato 2n+1 évorova,i to X,, X, ..., X,, ,deljenjem na integrale gornjeg tipa dobijamo
da je:
h

IXZ“ f (x)dx =3

Xo

h

(fo+4f + f2)+g( f,+4f,+f,)+ +§( fons 4T+ )=

:%(f0+4(f1+f3+---+f2n1)+2(f + Bt )+ £yy)

Poslednji izraz predstavlja uopsteno Simpsonovo pravilo.
Pitanje greSke: Za jedan segment imamo da je:
M

Rﬁ?f :(x_xo)(x—xl)(x—xz)dx‘z ,smena: x = X, +th
M
=Sl (-1 (t-2)h-hat -

_ 3 4 Ty _
=5ih jo( 3t +2t) =0
0
= R =0,5to je nemoguc¢e,jer su funkcija f i njen interpolacioni polinom razli¢iti!
Dobijeni rezultat R = 0 znac¢i da je formula ta¢na i za polinom stepena 3, te ¢e greska biti

cetvrtog reda. Pokazalo se da je greSka nula za polinome 0,1,2 i ¢ak 3-eg stepena Sto je

izuzetak te je R, = f (5 I, ()| =R = |\2/|4 "(x=%,)" (x=%)(x=x, )dx :%:
—=R= (b a) h4
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- Kod odredivanja integrala ukupna tj. totalna greska je R" =R, +r,gde je greskar
greska racuna i ona iznosi r = ¢, - (broj sabiranja) = ¢, (b—a), a Ru greSka metode.
- Kod trapeznog pravilato je r = nh%-lO‘k, ako se radi sa k decimala,pri ¢emu je

£ = % 107, a nh =b—a tako da se uklapaju oba koncepta.

- Kod Simpsonovog pravila iste su formule za r kao kod trapeynog pragvila.
(Izvesti za domaci)

3.Rungeova ocena greske za procenu greske metode

- U opStem sluéaju greSka Newton-Cotes-ovih formula ima oblik, za korak tabeliranja h,
funkciju f:

_b-a
180

Trapezna: R"(f) :% M ,h?

Simpson: R"(f) M,h*

R"(f)=c-(b—a)M,-h"

Vidimo,da se greska integracije smanjuje ako se smanji korak h.Neka je integral |
funkcije f izraéunat za dva koraka hy i h, pri éemu je hy < h,. Imamo da je:

Rhl(f)zc.(b_a)M h'| za neku odabranu
A " —t Newton-Cotesovu formulu,
R"(f)=c-(b-a)M,h}| jfiksirano n

Imamo da je:
Rra(f)= -1, } I, I, su izra€unati nekom

R™ (f)=1- N kvadraturnom formulom

1z gornjeg sledi:

1, =1, Rhl(f)—R“Z(f)c.(b—a)Mnhln(l—[%)n]@ —|h1)[1_(%Jn}Rh1(f)[l_(&

Iz ¢ega dobijamo da je:




Dakle,greSku metode za odredeni korak h; ne moramo raéunati pomoéu maksimuma
izvoda, nego ,,uporedivanjem* razlike vrednosti dobijenih integrala za taj korak i za
veéi korak hy NajéeSée se grska smanjuje, do postizanja potpuno zadovoljavajuéeg
reSenja,duplim smanjivanjem koraka.U specijalnim slu¢ajevima greske Rungea imaju
oblik:

I, —1 I —I
Simpson: R(f):‘hl—hz : Trapezna: R(f):M

3T o)

Napomena:Podelu ,,usitjnujemo* sve dok konaéna greska ne bude manja od unapred
zadate greSke metode.

Zadatak 1.Koriste¢i Simpsonovu formulu izragunati _[Olcos(xz)dx sa taénoséu
R =0.5x10",radeéi sa 5 decimala.

Resenje:

R" =R,, +1,,gde je r, =%-(1—0)-10‘5 te je

R, =R" —r, = R,, =0.0005—0.00005 = 0.00045.Dakle R, = 4.5x10™

Osnovno pitanje je koliki je korak h.Uzmimo da je h=0.1, a zatim h=0.05i primenimo
Rungeovu ocenu greSke. (Racunamo u rad - radijanima)

h=0.1
h, =0.05
Yo,Y2n Yok-1 Yok
X Yok-1
0 1
0.05 1.00000
0.1 0.99995
0.15 0.99995
0.2 0.99920
03 PTSOERE 0.25 0.99805
0'4 ' oL 0.35 0.99251
0'5 Sl5ea01 ' 0.45 0.97957
Ol6 : 5 O 0.55 0.95460
0'7 pp— : 0.65 0.91207
: : 0.75 0.84592
0.8 0.80210 0.85 0.75015
0.9 0.68950 0.95 0.61965
1.0 0.54030
5 9.05247
> 1.54030 | 4.53664 | 3.72443

l, =%[1.54030+4><4.53664+ 2x3.72443] | _ 0.05[

I, 1.54030+4><9.05247+2><8.26107]

I, =0.90452
—_— =0.90454




*Uoc¢imo da umanjenjem koraka svi ¢vorovi iz prethodnog dela postaju ¢vorovi sa
parnim indeksom u narednom! Imamo da je ya drugu tabelu

Z 4.53664 + 3.72443 =8.26107

Yok

Procena greSke Rungeovom metodom:

n 090454090452

. : =1.3x10° <4.5x10™*
2 -1

Dakle.postignuta je ta¢nost, te je:

| =~0.90454

***Maple daje rezultat | = 0.9045242448 ***

5.Gausove kvadraturne formule

. b
- Formule oblika J' x)dx = Z A f (%) nazivamo kvadraturnim formulama.
a

- Koeficijente A odredujemo tako da formula bude ta¢na za polinome $to je moguée
veéeg stepena. Zamenom f {1, x,x*,...,x"} dobijamo koeficijente A, A ..., A . Greska je

tada: R< j n+n+11) (x=%)-(x=%,)

- Ako se uodi da je dobijena formula taéna i za x™,...,x™™* ,a da ne vaZi za x"*** tada je

greska R<J. ”—”‘”)‘(X—XO)M(X—xl)---(x—xn)

dx.

n+k+1)!

- Formule oblika J'_llf(x)dx=zn:Af(xi)+ R,(f).gdesu x,,( =1,.., )nule Lezandrovog
i=1

1
2" .n!

n (M)
polinoma n-tog stepenal, (x) = [(x2 —1) } nazivamo Gausovim kvadraturnim

2n+1 1 2
formulama i pri tome jeR (f)< (22n+1) {(n) } ‘M,



Napomena:Ako imamo integraciju na intervalu [a, b] ,a Zzelimo da primenimo Gausove

kvadraturne formule,prvo uvodimo smenu: x = a%b+b;2at, te [—1,1]

Zadatak 2 .lzvesti formulu za numeri¢ku integraciju oblika
2h

h
[ (x)dx = Af (0)+ Bf (?} R(h)
Tako da bude ta¢na za polinome $to vecéeg stepena.Proceniti gresku integracije R(h).

Resenje:
f(x)=1: A+B=h
f(x)=x: B:§h:>A:1h
4 4

- Formula glasi: joh f (x)dx =%hf (0)+%hf (Z_:D

Provera za gresku:
N L

f(x)=x =>—=—
3 4 9 3 3
4 4

f(x)=x*: L # 20
4 9

Dakle greska je treceg reda:

4 4
R() < [ M| (x- 0 (x-20) lax =M ["f e - Dy e Mo [ 1 24 ) M
° 3 3 6 Yo 3 6|14 9 216




