3. FORMALNE TEORIJE

1. Opisati kodiranje formula predikatskog racuna. Ilustrovati kodiranje na primeru

sledeée formule:
(V:Ul) (va) R% (I‘l, Ig).

Resenje. Jedan od nacina je da uvedimo sledeée kodiranje simbola alfabeta predikatskog
racuna:

simbol kod simbola
( 3
) 5
, 7
= 9
= 11
v 13
ik 8(2F3m) + 13
R 8(283m) + 15

Pri tom z; je i-ta promenljiva, a; je i-ta konstanta (primetimo da 8i + 9 daje ostatak
1 po modulu 8, a 8 + 11 daje ostatak 3 po modulu 8). Dalje f;* je k-ta funkcija od
m argumenata i R" je k-ta relacija od m argumenata (primetimo da 8(283™) + 13 daje
ostatak 5 po modulu 8, a 8(2¥3™) + 15 daje ostatak 7 po modulu 8). Neka je predikatska
formula ® zapisana sa slede¢im nizom simbola si,..., s, (¢itanih sleva nadesno). Tada
formuli ® pridruzujemo jednoznacno kod:

K(Cb) — p{<(51) . _pff(Sn)’
gde su py,...,p, prvih n prostih brojeva. Posmatrajmo formulu:

O (Vay)(Vay) R(x1, 20).

Prethodna formula je zapisana nizom simbolima s1, ..., s14. Simboli i odgovarajé¢i kodovi
simbola su dat slede¢om tablicom:

81:( K(Sl):?) S8 :) K(Sg):5

5y =V K(s9) =13 sg = R2 K(sg) =8 (2'-3%) +15 =159

S3 =1 K(s3)=8-14+9=17| s10=( K(s10) =3

S4 =) K(s4) =5 S11 = T K(s;1)=8-1+9=17

Sy — ( K(S5) = 3 S12 =, K(Slz) = 7

SGZ\V/ K(SG):]_?) S13 = X9 K(Slg)zg 2+9:25

S7 = T2 K<S7>:82+9:25 814:) K(814):3

Odatle kod formule ® je dat sa prirodnim brojem:
K(®) =2%3%.57.7°.113.13"3.17%° . 197 . 23159.293.3117.377.41%.43°

Napomenimo da se za relativno jednostavne formule sa navedenim kodiranjem dobijaju
kodovi kao jako veliki prirodni brojevi. Tako npr. K (®) = 2.67...- 1039,
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2. Neka je data formalna teorija T = (A, Form, Ax, R) sa elementima:
A ={a,b}, Form = A", Ax={a,b}, R={a,p};

ra . xb

zab g xba

Resenje. Skup formula Form = A* nad azbukom dobija se od reci dopisivanjem slova
nad azbukom A. Dokazimo tvrdenje: rec¢ iz Form jeste teorema formalne teorije T ako i
samo ako se dobija naizmenicénim zapisivanjem slova a @ b.

gde su data pravila izvodenja: « : . Opisati sve teoreme formalne teorije.

(=) : Dokazimo da ako je t € Form teorema onda se dobija naizmeni¢nim zapisivanjem
slova a i b. Dokaz izvodimo indukcijom po duzini re¢i n = [t|. Oznacimo sa e praznu rec.
Tada iz a(= ea) € Ax, saglasno pravilu izvodenja «, zaklju¢ujemo da je re¢ duzine dva
ab(= eab) teorema. Analogno iz b(= eb) € Ax, saglasno pravilu izvodenja «, zaklju¢ujemo
da je re¢ duzine dva ba(= eba) teorema. Ostale re¢i aa i bb duzine dva nisu teoreme jer
se ne dobijaju pomocu pravila izvodj enja a i 3. Neka su sledece reci duzine n:

t; = abab...ab(a),

odnosno:

ty = baba . .. ba(b),

dobijene naizmenicnim zapisivanjem slova a i b, teoreme formalne teorije 7. U prethod-
nom zapisu izrazi pod zagradama su ukljuceni samo ako je n neparan broj. Neka je
t € Form teorema duzine n + 1. Neka re¢ t pocinje slovom a. Tada saglasno pravilima
izvodenja ako je n paran broj vazi:

ty-t =tia=gabab...aba,
Jél ———

t1

odnosno:
ti-t =1t1b=gabab...abab,
B —’—tl
ako je m neparan broj. Analogno, primenom pravila izvodenja « i § na rec ty tvrdenje
vazi ukoliko re¢ t pocinje slovom b. Sveukupno vazi trazeni zakljucak da je teorema ¢,
duzine n + 1, dobijena naizmeni¢nim zapisivanjem slova a i b.

(<=) : Dokazimo da su rec¢i dobijene naizmeni¢nim zapisivanjem slova a i b teoreme
formalne teorije 7. Iz a € Ax, saglasno pravilu izvodenja «, zakljucujemo da je rec¢
duzine dva ab teorema. Analogno iz b € Ax, saglasno pravilu izvodenja «, zakljucujemo
da je re¢ duzine dva ba teorema. Dalje, dobijamo teoreme duzine tri:

abt aba 1 ba 't bab.
B B

Nastavljajuéi naizmeni¢nu primenu pravila « i 3, za proizvoljan prirodan broj n dobijamo
dokaz da su reci dobijene naizmeni¢nim zapisivanjem slova a i b teoreme sa slede¢im izvo-
denjem:

atFabtabat ababl---- F abab...ab(a),
a 8 a B a(B)

odnosno:

bEbal-babkbabat---- F baba...ba(b).
g o s o B(a)

U prethodnom zapisu izrazi pod zagradama su ukljuceni samo ako je n neparan broj.



3. Dokazati da je sledeéa formula

(Vx)A(x) A (Vz)B(z) = (Vx)(A(x) A B(x))

teorema predikatskog racuna.

Resenje. Dokazacemo da je navedena formula teorema u predikatskom ra¢unu kao for-
malnoj teoriji. Navodimo jedan dokaz:

© ® X o 0k W b o=

—_
= o

(Va)A(z) A (Vo) B(x)

(Vz)A(z) A (Vo) B(z) = (V) A(x)
(Vz)A(z) A (Vo) B(z) = (Vz)B(z)
(Vo) A(x)

(Vz)B(x)

(V)A(z) = A(x)

(Vz)B(x) = B(x)

A(z)

B(x)

A(z) AN B(x)

polazna predpostavka
izvod iz tautologije

izvod iz tautologije

m.p. 1.1 2.

m.p. 1.1 3.

Ax. 5 za x=t

Ax. 5 za x=t

m.p. 4. 1 6.

m.p. 5.1 7.

A(x), B(x) - A(z) A B(x)

generalizacija 10.



