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| GLAVA

1.Interpolacija

- Osnovni problem interpolacije je egzistencija funkcije koja interpolira funkciju zadatu
u kona¢nom broju ¢évorova.

- Zbog jednostavnosti polinomske funkcije, najéeséa intencija je da se formira funkcija
polinomskog tipa koja interpolira polaznu funkciju.

Teorema:
- Neka je funkcija f zadata u n+1 ¢vorova tackama (X fy), k=0,1,...n. Tada postoji
jedinstven polinom oblika
(1) Pn(X) = apx"+ ax™t + ... + anaX + an, (Xo<X1<...<Xp)

takav da je Pn(x) =f« (2)
dokaz:
Ako u jednakost (1) zamenimo uslove (2) dobijamo sistem jednacina za odredivanje
koeficijenata ap,as,..,an, koji glasi

AoXp + arXg + ... + an1Xotan =Ty

aogXy +aiXg + ... +apxitan =11

aoXn + &1Xn + ... + AnaXptan = f,
odnosno u matriénom zapisu

i n n-1 1 i ] i ]
Xo Xo . X 1 | do fo
Xln Xln-l - X1 1 \ . di = fl
X' oxa"t L xa 1 _II an f,

- Kako je determinanta ovog sistema Vandermond-ova determinanta koja ima vrednost
l_[(xi —X;), sistem ima jedinstveno resenje, za koeficijente trazenog polinoma.

i#]

2.Lagranzov interpolacioni polinom

- Neka je funkcija f zadata u taékama Xo,Xy,...,Xn, Vrednostima fo,fy,...,f,, pri éemu je
Xo<X1<...<Xp, (n+1) puta diferencijabilna.
- Posmatrajmo pomoéne funkcije:
Il (X) = (X-X0)(X-X1) ... (X-Xn)
IT 1(X5) = (Xi-X0) (Xi-X1) +.. (Xi=Xi-1) (Xi=Xi+1) ... (Xi-Xn)
kao i funkciju



1 Hn+]_ (X)

pi (x) =
(X-Xi) H,n+1(Xi)
Lako se uocava da je pi(xk) = 0 za i #k,0dnosno pi(xk) # 0 za i = k. (Oznaka: di)
Takode, funkcija
(3) Pn(x) =¥ pi(¥)fi = Ln(x), gde jei=0,1,...,n

ima osobine da je Pn(xx) =fx, (k =0,1,...,n),5to zna¢i da jednakost (3) predstavlja

interpolacioni polinom funkcije f,koji nazivamo Lagrange-ovim interpolacionim
polinomom.

3. Opsta formula za gresku interpolacije

- Postavlja se pitanje greske pri izraéunavanju vrednosti funkcije u nekoj medutacki
X € [Xo0,Xn] pomoéu njenog interpolacionog polinoma.

Definicija:
GreSka interpolacije je definisana izrazom Ry(x) = f(x) — Pn(X)

Teorema:
Greska interpolacije funkcije f koja je (n+1) put diferencijabilna ima oblik:

gde je Mn. = max | f™ )|, t€1, 1=[a,b], a=min{x, X}, b=max{xn, x}.
dokaz:
Posmatrajmo pomoénu funkciju

IIn+q (5)
(4) 9(s) =f(s) = Pn(s) ————— (f(X) = Pn(x) )
Hn+1 (X)

gde je x # Xk (ako je x=xx, greSka je 0).
Nije teSko uo€iti da su Xo,X1,...,Xn, Kao i ta¢ka x, nule funkcije ¢(s), jer je f(xx) — Pn(Xx) =
0, 1T+ (k) =0 . Dakle, ¢(s) ima (n+2) nule, odakle na osnovu Rolle-ove teoreme o
srednjoj vrednosti zakljuéujemo da postoji &, za koje vaZi

(5) min{ xo, X } <& < max{xn, x}
i za koje je 9"1(&) = 0 (5")
Diferenciranjem jednakosti (4) po promenljivoj s i to (n+1) put dobijamo da je

(n+1)!
6) ¢"V(s) = f""V(s) - ———— (f(x) —Pa(x))
Hn+1 (X)

jer je P,™Y(s) = 0 (polinom stepena n) i I1™Y,,1(s) = (n+1)! (polinom stepena (n+1) sa
vodeéim koeficijentom jednakim 1).
Zamenom &— s iz (6) dobijamo,zbog (5’) da je



f(n+1)( é)
Rn(X) = f(X) = Pr(X) = ———— 141 (X)
(n+1)!

Kako je | f™(&)| <Mn. tvrdenje je dokazano.

Napomena:Postavlja se pitanje da li ta¢ka x u kojoj izraéunavamo vrednost funkcije
mora biti na intervalu [Xo,Xn]. Odgovor je “NE”. Ako je ta¢ka unutar intervala rec je o
interpolaciji, a ako je ta¢ka van intervala re¢ je o ekstrapolaciji. U slu¢aju interpolacije
jednakost (5) postaje X < & < X,. Udaljavanjem tac¢ke x od intervala poveéava se greSka
ra¢unanja vrednosti funkcije.

4. Konacne razlike funkcije

- DefiniSimo konaéne razlike prvog reda ( funkcija je zadata évorovima(x,fx) ):
Afi=fis1 - §

- Konacéne razlike viSeg reda definiSemo rekurzivno:

Il reda : Azfi = A(Afi) = A(fi+1 - fi) = Afiyy —Afi = fiso — 2fis + F

Il reda: Aafi = A(fivp — 2fis1 + i) = fiug — Fiup — 2fip + 2fisy + fisq - fi = fiug — 3fiun + 3fisy - i

n-reda: : A"f; = A(4™'F)

Osobine kona¢nih razlika:

1) A(fk— fj) = Afy —Afj

2) A(C'fk):C'Afk

* Definisane konaéne razlike neki autori nazivaju i konaénim razlikama unapred.
Konaéne razlike unazad, u oznaci V"f,— mogu se definisati pomoéu navedenih, sa
V¥ = 4, te je u pitanju samo druga notacija.

5. Njutnovi interpolacioni polinomi

- Neka je funkcija f zadata évorovima (x,fx) koji su ekvidistantni,tj. xj.1—x;=h, i=0,...,n-1

I Njutnov interpolacioni polinom je polinom oblika:
(7)  Pn(X) = ag + a1(X-Xo) + az2(X-Xo)(X-X1) + ... + an(X-Xo)...(X-Xn-1),

gde su ay, ay,...,an koeficijenti koje treba odrediti. Kako mora vaZziti P,(xx) = fi,
primenimo slede¢i postupak:

A%,
X=Xo:ap="Tp=
0!h°
f1—fo A fo
X=X1 :ag+a1(X1—Xp) =1 => a; = => gq; = , X1—Xp=h

h 1! ht



Aty fy - 241, - 1 Azfo
(X2—Xo) + a2(X2— Xo)(X2—X1) =, =>a, = = ,
h 2h? 2h?

X=x2 : fo +

Xo—Xp= 2h, Xo—X1 = h

Indukcijom dobijamo da je
A"y
an =

nth"

Dakle I Njutnov interpolacioni polinom ima oblik:

A* fo A° fo A"y
(8) Ni(x) = fo + ——(X-Xo) + ——(X-Xo)(X-X1) + ... + (X-Xo0)...(X-Xn-1)
1'h! 21 h? nih"
(X-Xo)
odnosno (zbog ra¢unanja) uvodeéi smenu = u ,imamo da je:
h
A'fo  A*fo A"y
Ny(x) =fo + u + u(u-1) + ... + u(u-1)...(u-n+1)
1! 2! n!

Napomena: N,(x) je dobro primeniti u slué¢aju kada se tacka x nalazi u prvoj polovini
intervala [Xo,Xn]

Il Njutnov interpolacioni polinom je polinom oblika:

(9)  Pn(X) =ap + a1(X-Xn) + @2(X-Xn)(X-Xn-1) + ... + @n(X-Xn)...(X-X1),
analogno postupku iz prethodnog paragrafa uzimajuéi da je:
X=Xn > ag = fn

Afn-l
X=Xp-1 - A1 =

11ht

Azfn.z
X=Xp2 - d2 =

11h?

A"
dn =

nth"

Dakile,



Aoy A% fr A"
Np(x) =f, + (X-Xn) + (X-Xn)(X-Xp-1) + ... + (X-Xn)...(X-X1)
1! ht 21 h? nth"
X = Xn
Odnosno uzimajuéi smenu v = dobijamo:
h
A'fo  4*fo A",
Np(x) =fo + u + u(u-1) + ... + u(u-1)...(u-n+1)
11 21 n!

Postavlja se pitanje greske kod Njutnovih interpolacionih polinoma?Greska je ista kao
kod uopStene interpolacije.Ako nije poznat analiti¢ki oblik funkcije tada izraz

An+1(§)

f*D(&)  treba zameniti sa ,
hn+1

odnosno 4™(&) je maksimalna vrednost kona&ne razlike iz zadnje kolone tablice.

6. Tablice kona¢nih razlika i greske u njima

Predpostavimo da je tabeliran polinom n-tog stepena.Tada kona¢ne razlike reda n+1,
n+2,... moraju biti 0, jer bi u suprotnom polinom n-tog stepena mogao da se aproksimira
Njutnovm polinomom veéeg stepena od n, §to je nemoguce.

Zadatak:Polinom p3(x) tabeliran je na sledeéi na¢in:
(Ps(¥) =X +x°+ 1)

x | 3| 21101112131 4]-5
ps(x) | -20 | -5 | 1 1 4 | 15 | 40 | 85 | 156

Ako se zna da je jedna vrednost pogresno izra¢unata, odrediti taj podatak i odrediti
polinom p3(X).
Resenje:

X ps(x) | Aps | A%ps | A%ps | A’ps

-3 -20 15 -9 3 6

-2 -5 6 -6 9 -4

-1 O—1 | 1«0 | 23 | 6«5 1
5 2 0 0 0 } — Pretpostavlja se da je ovo
4 11 14 6 0

tacno jer i treba da bude 0.

15 25 20 6 Na dobijene nule, utiéu

0
1
2
3 40 45 26 | vrednosti ps(x), u tackama
4
5

85 71 . : 0,1,2,3,4,5 te pretpostavlja-

156 FTTTTT =TT Tt mo da su one taéne.




Problem je broj 1.Prva vrednost funkcije koja uti¢e na dobijenu 1 je vrednost u tac¢ki
x = -1 i pretpostavljamo da je ona neta¢na ispravljajuéi unazad tablicu dobijamo da je
ps(-1) = 0.Tako ispravljeno dobijamo da je

X ps(x) | Aps | A’ps | A%ps | A'ps
-3 -20 15 -10 6 0

-2 -5 5 -4 6 0

-1 0 1 2 6 0

0 1 3 8 6 0

1 4 11 14 6 0

2 15 25 20 6 |
3 40 45 26 L
4 85 O L L
5 156 . l l

7. Pitanje inverzne interpolacije

Ni(x) = -20 + 15(x+3) —

5(x+3)(x+2) +
(X+3)(x+2)(x+1) =

—20 + 15X +45 — 5x° — 25x
~30+x3+6x°+11x+6
=x3+x2+1=ps(x)

Postavlja se pitanje odredivanja originala,ako je poznata vrednost funkcije. Sustina je
da se iz interpolacionog polinoma izvede iterativni proces koji konvergira.

Zadatak: Funkcijay = f(x) data je tablicom.Odrediti x za koje je f(x) = 2.

Resenje:
X y Ay A%y Ay

0.65 | 1.91554 | 0.20146 | 0.02119 | 0.00216

0.75 2.11700 | 0.22265 | 0.02335 | 0.00253

0.85 2.33965 | 0.24606 | 0.02588 | 0.00272

0.95 2.58571 | 0.27194 | 0.0286 |

1.05 2.85765 | 0.30054 | L

115 | 3.15819 !

0.20146 0.02119 0.00216
N;(x) = 1.91554 + u+ u(u-1) +
1! 2! 3!

Formirajmo iterativni proces:

1 0.02119 0.00216
u= [2-1.91554 - ——u(u-1) -

0.20146 2 6

Kako 2 €[ 1.191554; 211700 ]
=>x €[0.65,0.75]
te éemo uzeti | Njutnov
interpolacioni polinom:
x —0.65
h=01; u=——;
0.1

——u(u-1)(u-2) =2

——u(u-1)(u-2)]

odnosno: u = 4.96376 [0.08446 — 0.0106u(u-1) — 0.00036u(u-1)(u-2)]

Polazeé¢i od up = 0 dobijamo niz iteracija

u; = 0.41924; u, = 0.43136; u3 =0.43146; |us = 0.43146/=>x =0.1u + 0.65

X =0.69315



Napomena:Ovo je praktiéno tablica funkcije f(x) = &, dok je vrednost izraza In2 .

Il GLAVA

1. Numeri¢ko diferenciranje

(1) Neka je Pn(x) interpolacioni polinom a R,(x) greska interpolacije.Tada je

f(X) = Pa(X) + Rn(X) => f(x) = P,¥(x) + R,®¥(x)

dakle,priblizna vrednost izvoda funkcije moze se odrediti diferenciranjem interpola-
cionih polinoma, dok je greSka tako dobijene vrednosti izvoda jednaka izvodu greske.

Kako je:

Mn+1

(n+1)!

| Il (X)l , tada je Rn(k)(x) =

Mn+1

| oy ()|

(n+1)!

Potrzimo izvode Njutnovih interpolacionuh polinoma:
* Ako funkcija zavisi od u, iliod v, tada je gx = 9"y U'x ili g'x = Q' V', a kako je

X-Xo X-Xy 1
u= , V= => u'X:V’X:_
h h h
Tada je:
1 A%f, A%f, A%,
N*\(X) =— [ 4f, + (2u-1) + (3u*-6u+2) + (4u° - 18u® + 22u - 6)+ ... ]
h 21 3! 41
1 A%ns A%fns A*ng
N*(X) =— [ A1 + (2v-1) + (32 —6v +2) + (4v° - 18v% + 22v - 6)+ ... ]
h 21 31 41

Zadatak:Odrediti tacku x maksimuma funkcije, koja je zadata tablicom.

X y Ay A%y A%y A%y

0.1 0.284605 | 0.073166 | -0.047531 | 0.017963 | -0.010382

0.2 0.357771 | 0.025635 | -0.029568 | 0.007581 | -0.003388

0.3 0.383406 | -0.003933 | -0.021987 | 0.004193 | -0.001526 h=
04 | 0379473 | -0.02592 | -0.017794 | 0.002667 | |

05 | 0.353553 | -0.043714 | -0015127 | |

0.6 | 0309839 |-0.058841| ]

0.7 | 0.250998 | ? r

0.1



Kako se od 0.2—0.3 vrednost funkcije uveéava, a od 0.3—0.4 umanjuje, tada nezavisno
promenljivu u kojoj je maksimum treba traziti u okolini ta¢ke x = 0.3. Stoga, napisSimo
Ni(X), polazeéi od vrednosti x = 0.3 kao da je ona pocetak tablice.

1 -0.021987 0.004193

N’ (x) = —[ -0.003933 + ————(2u - 1) + ————(Bu?-6u + 2)] ; (h=0.1=>1/h =10)
h 2! 3!

Kako bi ovaj izvod bio 0,formirajmo iterativni proces.

-0.003933 — (0.021987 + 0.004193)u + 0.0109935 + 0.001398 + 0.002097u® = 0

odnosno, 0.02618u = 0.008459 + 0.002097u’

1

u=——[0.008459 + 0.002097u?]
0.02618
Up=0; u;=0.323077; u,=0.322858; u; =0.322858 = u
x-0.3
u= => x=0.3+0.1u => x =0.332286 je tatka maksimuma
0.1

2. lzvodenje formula za numeri¢ko diferenciranje

Cesto se zahteva odredivanje izvoda funkcije tako da se greSka minimizira.To se postiZe
menjanjem koraka h, koji se naziva optimalan korak, ukoliko minimizira gresku.
GreSka numeri¢kog diferenciranja predstavja zbir dve greske, i to:

(1) Greske metode (Rwm)

2) Greske zaokrugljivanja (r)
Dakle, . Diferenciranjem po h (korak interpolacije), nalazenjem minimuma
funkcije R(h) dobijamo optimalan korak.Razne formule za numeri¢ko diferenciranje
nastaju primenom Tajlorove, taénije Meklorenove formule.

1) Neka je funkcija f(x) € C? [a,b] dva puta neprekidno diferencijabilna, ¢ije su poznate
vrednosti u ekvidistantnim évorovimaa = Xo < X1 < ... <Xj < ... < X, = b.Dokazati da je:

Afe ()
P(xx)=———-——h zaé€ (X, X); X<Xks1
h 2
dokaz:
Taylor f,(Xk) f”(f)
f(Xk+1) = f(xi + h) = f(xy) + (Xk+1 — Xk) + (X1 — Xi)?
11 21

odnosho
f(xk+1) —f(xy) (&
f'(xk) = - h
h 2!




Afe (9
——h
h 21

tj. (%) =

Tajlorova formula:
F’x«(0) F’xx(0)
Fxk(h) = Fxx(0) + h+ h? + ...
1! 2!

Funkcija Fxk(h) je razvijena u okolini h = 0, a X« u indeksu je fiksiran parametar.
Postavlja se pitanje “Da li je moguée izra¢unati vrednost izvoda u ta¢kama koje nisu
évorovi?”

2) Pod istim pretpostavkama kao u prethodnom primeru dokazati da je:
h Y/} P e (S

f(x +—) = - h? ; (ali ovde je f(x) € C*[a,b] 1)
2 h 24
h
dokaz: Oznaéimo sa x = Xx + —. Tada je:
2
h h
Xk =X——, ad Xk+1 =X+ —
2 2
Na osnovu Tajlorovih formula imamo da je:
h h f’(X) h2 f”(l) h3 f”’(@
f(xq) = flx - —) =f(x) - — +— -—
2 2 11 2221 2° 3
h h f’(l) hZ f”(X) h3 fn;(ét)
f(0na) = F(x + —) =) + ——+ —— - —
2 2 11 2221 2% 31
Oduzimanjem prve formule od druge dobijamo da je:
h® Afe N
f(Xier) — F(X) =P (X) + — (&) ; f(Xier) — F(Xi) = Afc => PX)=——-—TF7(&)
24 h 24

Napomena:Uo¢imo da su priblizne vrednosti izvoda, u ta¢kama u tackama Xo i Xo+h/2 iz
prethodna dva zadatka iste i iznose Afi/h, ali se greSke razlikuju.

Domadi zadatak: Za f(x) € C* [a,b] izvesti formulu za diferenciranje f’(x.+h/n) gde je
n € N bilo koji prirodan broj, n>1.

3) Neka se vrednosti funkcije f mogu izraziti sa taéno$éu ¢ i neka je max | f™(x)| = M.
Naci optimalan korak za numeri¢ko diferenciranje po formuli:



10

Afy h  Afy A% F(Xisr) — 2F(X) + F(Xien)
a) f(xq)= ; D)+ —)= ;o) P (x) = =
h 2 h h? h?

Resenje:

a) Zbog zadatka 1) Ry = | -f”(é)h/2| <M;h/2, a greSka zaokrugljivanja vrednosti izraza
je r = 2¢/h, odakle sledi da je ukupna greSka R = M;h/2 + 2¢/h.Diferenciranjem po h
dobijamo da je:

M2 2¢e dg
R’(h):___:o = h2:
2 h M,
h’M; 2¢ hM;  2¢ 24¢
b) Sli¢no R = => R'(h)=————— =70=> h®=
24 h 12 h? Ms

¢) Posmatrajmo desnu stranu predloZene formule:

1 1
— (k1) = 2(xi) + T(Xic1)] = —[f(Xicen) = 2f(xi) + T(xicn)] =
h h
Taylor1 o) PO P70 () o) 7)) P70 Q)
= [f(x) +th—+h*——+h*——+h*—+2f(x,) +f(x))~h—+h*—— —h*—+h*— =
h? 11 2! 3! 41 1! 2! 3! 41
h? h?
= £(xi) + —F"(€), €&ime je dokazana predloZena formula sa greskom Ry = —M,, a
12 de 12
greSkom raéunar = — te je:
h
h? 4e hM, 8¢ 48¢
R=—M;+— => R'(h)=——-—="0=> h'=
12 h? 6 h Mg

Domaci zadatak:
1) Izvesti formule za nalazenje slede¢ih izvoda

{F7(x), F'(xQ) 5 (% + hin), £7(x +h/n),F(xi +h/n) }
I odrediti optimalan korak takvog diferenciranja.

2) Neka se vrednosti funkcije mogu odrediti sa ta¢noss¢u € i neka je M, = max| f(”)(x)| , X
€ [a,b]. Na¢i optimalan korak za numeri¢ko diferenciranje po formuli (¢vorovi su
ekvidistantni).
1
(i) = —[-3f(xic) + 4f(Xee1) — F(Xus2)]
2h
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Resenje:
2) 4e
R=h"Ms+— ;
h
g 2&
R'(h) =2hM3z - —="0=>h’=—
h? Ms

- Postavlja se pitanje da li je u opStem slu¢aju moguée izvesti “najbolju” formulu za
odredivanje izvoda u obliku:
1
f'(x) = —(asf(x + byh) + af(x + byh))
h

ReSenje:Pretpostavimo da je ovaj problem normalizovan, tj. da je | b, — b1| =1
Primenimo Tajlorovu formulu tako da ostatak bude oblika O(h"), pri é&emu je r $to je
moguce veée. U tom sluéaju imamo da je ostatak najmanji mogué.

1 f(x) 7(x) ()

f1(x) = —{ au( f(x) + ——(bsh)' + ——(bsh)* + ——(bsh)’ + O(h%) ) +
h 1! 2! 3!
7 (x) () ()
+ ay( f(x) + ——(bsh)" + ——(bsh)* + ——(bsh)* + O(h°) }
11! 2! 3!
1z poslednjeg dobijamo da je:
ai+a, h h?
f’(x) = f(X) + (aghy + axb)f(x) + —(alblz + azbzz)f”(X) +—( a1b13 + a2b23)f”’(x) +
h 2 3!
(&) (&)
+{ (bih)* + (boh)*}
41 41

Da bi leva strana bila “jednaka’ desnoj zahtevamo da je:

ag=—az, bi—-by=1,b1=-Dby,2a1b; =1

tl.: ap=—a=1,b1=-by=%

Dakle, naijbolja O(il]“dvotaékar?tih” formula za izrz;g”unavanje izvoda je:

' (Xo) = —(f(x + — ) — f(x — —)), agreska Ry =
h 2 2 2341

My

Napomena: J. M. Ash i R. L. Jones su pokazali da je u klasi “trotackastih” formula,
polazeéi od:
1
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f/(x) = —(asf(x + bih) + axf(x + boh) + asf(x + bsh)) ,
h
uz uslov normalizacije min{| by — b, |, | b, = bs|, | b1 - bs|} = 1,najbolja ona za koju je:

a; = 32/120 b, =3

a, =-27/120 b, =-2
az = -5/120 b3 =6

(Ispitni zadatak ): Funkcija x — f(x) tabelirana je sa korakom h>0, u ekvidistantnim

évorovima Xo, X1, X2, X3, X4. Dokazati aproksimacije: (fk = f(Xx))
1
a) f’(Xo) = —(—25f0 + 48f; — 36f, + 16f; — 3f4)
12h
1
b) f'(xi) = —(-3fy — 10f; + 18f, — 6f; + fy)
12h
1
c) f(x2) =—(fo—8f +8f;3—1,)
12h

Resenje:Iskoristimo | Njutnov interpolacioni polinom:

x | f Af A% A%f A%

Xg | fo | fi=fy | fo—2fi+fy | f3—=3f,+3fi—fy | fu—4f;+6f,—4f + 1,
X, | fi | fo—f1 | fa—2f+f | F4a—3f3+3f—f;
Xo | fo | fa—f, | fu—2f3+F
X3 | fa | fa—"fs

X4 f4

u = (X-Xg)/h

Ny(X) = fo + (fL = fo)u + (o — 2, + fo)(U? - u) + (f3 — 3f, + 3, — fo) (U — 3u® +2u) +
+ (f4 — 4f3 + 6f, — 4f, + fo)(u* - 6U° +11U° - 6u)

odnosno:
1

N’ (X) = —][ (f1 — fo) + (f, — 2f; + fp)(2u - 1) + (f3 — 3f, + 3f; — fo)(3U2 - 6u +2) +
h
+ (4 — 4f5 + 6f, — 4, + fo)(4u° — 18u® + 22U -6) ]

Zamenom:

X =Xo=>u =0 ...dobijamo prvu formulu (a)
X =Xx; =>u=1...dobijamo drugu formulu (b)
X = Xp =>u =2 ...dobijamo tre¢u formulu (c)

Domacdi zadatak: Formiranjem drugog interpolacionog Njutnovog polinoma odrediti iz
datih podataka f’(x3) i f"(Xa).




