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IV GLAVA

1.Sistemi linearnih jednacina. Gausov metod eliminacije

- Pretpostavimo da je potrebno resiti sistem:
a:llxiL—i_“.—i_ain n :bl
A X -+ a,, X, =D, (1)
anlxl +'“+annxn = bn
Odnosno Ax =B ,gde je

& -y, X by
A= &y 8y, X = X, B = bz
ay - ay, X, bn
. g i ” —a, —a -a, . i .
- MnoZeéi prvu jednacinu sa : i dodavanjem redom ostalim
8; ay &

jednac¢inama dobijamo ekvivalentan sistem:
ol el -t
aldx, +--+ax =b?

2n *n

asz X2+"'+a3n X :bs

alx, +---+alVx =h?
Pri ¢emu je ai(jl) =a,;, ] =1..n Nastavljanjem postupka,polazni sistem svodimo na:
I vallx, ol o ol =
agz)x +a§3)x +- +a2n X, _b

ass X3+"'+asn X :bs

nan_b

Ako je matrica A regularna (det # 0), tada su svi a'. # 0 ,(i =1,.., n) te je resenje
prethodnog sistema dato sa:

p") -
xn:”—n, X; allx J=1..,
am a” Z Ik Tk

nn k=j+1

- Mana izloZzenog Gausovog metoda eliminacije je Sto za izuzetno male aﬁ),ag),..,a,ﬂﬂ)

dolazi do deljenja malim brojem,te su gresSke koje nastaju veoma velike.Zbog toga,
imamo modifikaciju navedene metode,ali sada sa izborom glavnog elementa — Pivota.
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2.Gausov metod eliminacije sa izborom glavnog elementa — Pivota

- Postupak se sastoji u slede¢em:
Pre transformisanja izlaznog sistema,trazimo max{‘aij ‘ Lj=1., n} .Neka je to element

Y ,dakle u i,-toj vrsti i jp-toj koloni. Taj elemenat nazivamo Pivotom. Mnozenjem ip-te

_a'i

vrste sa

b gde ief1,2,.,n} \{j,} i dodavanjem ostalim vrstama elementi u j, koloni u
pjp

transformisanom sistemu postaju 0.
U novodobijenom sistemu od n-1 jednadine sa n-1 nepoznatom,bez nepoznate X;,

ponavljamo postupak. Postupak se ponavlja sve dok ne ostane jednacina u kojoj se
pojavljuje samo jedna promenljiva.

3. LU dekompozicija

- Ideja LU dekompozicije jeste da se u sistemu AX = B, matrica A predstavi kao
proizvod dve matrice oblika:

l, 0 0--0 1d, dy - d,
L= l, 1,, 0 -~ 0 i U= 0 1 dy---d,,
Inl In2 In3'“|nn O O O el

pri ¢&emu dobijamo da se polazni sistem svodi na (LU ) X = B,odnosno L(UX ) = B ,pri

¢emu oznacfavajuc¢i Y =UX ,polazni sistem svodimo na dva trougaona sistema:
ux=Y , LY=B

pri ¢emu prvo odredujemo kolone matrice Y, a zatim X.

Izvedimo pokazani Crout-ov (Krautov) algoritam za LU dekompoziciju.

Izjedna¢avanjem:

& &y, |11 0 0--0 1 dlZ d13 "'dln
ay 9y ey, _ |21 |22 0--0 ) 01 dzs "'dzn
a, a,-a, Inl In2 InS"'Inn 00 0--1
dobijamo sistem jednacina:
(I korak) |l,=a,, l,,=a,,..., |, =a,|— mnozenjem vrsta mat. L sa | kolonom mat. U

Il korak) d :%, d :% d :ﬂ(—mnoienjem | vrste mat. L sa kolonom mat. U
11 11 11

(1l korak) 1,, =a,,—1,d,,..., I.,=4a,,—I,d,, <~ mnozenjem vrsta mat. L sa Il kolonom U
Dakle,

pri ¢emu su sume 0 ako je gornja granica manja od donje
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1
Napomena:Kako je A=LU = detA=detL-detU =detL =11

nn

4. Iterativnhe metode za reSavanje sistema linearnih jednaéina

- Sistem oblika AX = B moZemo napisati u obliku:
X =0y X 4By X 40y
X, =0, X +---+Db, X, +C,

2n™n

X, =b X +---+b X +C,

Odnosno
(2) X =BX + C u matri¢nom obliku.

5.Jakobijev metod

-Polaze¢i od jednakosti (2) mozemo formirati iterativni proces na slede¢i na¢in:
() X(k+1)=B-X(k)+C
K !

xgk)

gde jesa X (k)= oznadena k-ta iteracija, pri é&emuse X (0) =

X(k) X

n

bira.
-Naravno postavlja se pitanje konvergencije ovako formiranog iterativnog procesa.

Definicija(Norma matrice A) je realan broj,u oznaci ||A| ,sa osobinama:
1) [A]z0, |A|=0=A=0

2) |a- Al =[al-[|A]. (acC.,aeR)

3)|A+B]<|Al+ ||B||

)

)
4)|A-8]<[|Al-]B] =

)

)

An

(
(
(
( <[Af

(5) [aul <[[14]]

(6)Jay| <[o;| =4 <]

- Postoji nekliko osnovnih normi definisanih nad matricama.

| A, = max Zn:‘aij‘ —> Sabiramo po kolonama i uzimamo max.

1<j<n —y

1A, = T‘Z‘XZ‘aii‘ — Sabiramo po vrstama i uzimamo max.
<isn %

||A||3=[;\au\2}%

proizvoljno
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Teorema:Dovoljni uslovi konvergencije iterativnog procesa.

- Ako je u iterativnom procesu (3), bilo koja norma matrice B, manja od 1, tada
iterativni proces konvergira ka resenju sistema (2), koje glasi X = (1 — B)’l .C
Dokaz:Kako je:

X(1)=BX(0)+C

(1)=BX(0)+Cl  5) -2 (0)+BC+C

X(2)=BX(1)+C

X (k+1)=BX(k)+C
konano: X (k+1)=(1+B+---B*)C+B“'X(0)
Kakoje (1+B+--B*)(1-B)=1-B*"=(1-B*")(1-B) " =1+B+:+B" DakKle,

(4) X (k+1)=(1-8“*)(1-B)"-C+B**X(0)

osob.(1),(4

)
=0 = limB*" =0.Pustajuéi da k — oo ,u (4) dobijamo da

k—o0

k+1

Kako je |B|<1= 1im||B

-1

je [X =(1-B)

C|,8to zna¢i da iterativni proces konvergira ka reSenju sistema.

Teorema:(Potrebni i dovoljni uslovi konvergencije iterativnog procesa)
- Iterativni proces definisan sa (3) konvergira ka reSenju ako su sve sopstvene vrednosti
matrice B,po apsolutnoj vrednosti,manje od 1.

6.Gaus—Seidelov metod

- Postavlja se pitanje da li se proces konvergencije moze ubrzati. To se moze u¢initi tako
§to se u okviru jednog kruga iteracije koriste veé dobijeni podaci iz prethodnog reda
istog ciklusa. Naime, ako matricu B napiSemo kao zbir dve matrice:

0O 0 0---0 'b11 b, --- by,
b, 0 0---0 0 b, b,
B=|b, b, 0---0|+|0 O ---b,, =B +B,

b, by, b0 [0 0 b

tada iterativni postupak mozemo formirati pomocéu:
(5) X(k+1)=B,(k+1)+B,(k)+C,
koji brze konvergira od prethodnog, Jakobijevog, iterativnog postupka.
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- Uslovi konvergencije Gaus-Seidelovog i Jakobijevog iteraciong postupka su
ekvivalentni(dokazati za Domaci Zadatak) samo je matrica ¢ije A -vrednosti treba da

budu < 1 u ovom slu¢aju drugagdija,tj. det(AB, + B, — A1 ) = 0,0dnosno A su resenja
jednacine:
b11 -1 b12 bln
ﬂbZl bzz -4 - b2n

b, Ab, - b, -4

Objasnjenje:lz iteracionog postupka (5) sledi da je:
(1-B,)-X(k+1)=B,-X (k)+C ,

odnosno: X (k+1)=(1-B,)"-B,-X (k)+C,

te je u ovom sluéaju iteraciona matrica (1 - Bl)_1 -B, 1 njene sopstvene vrednosti treba
da budu < 1,tj.

1
/_/%

det((1-B,)" B, ~1)=0¢> det(1 - B,)"-det(B,~ 4(1 - B;)) < det(B, - A(1 - B,)) =0




